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Contrôle de l’équation de la chaleur par des formes
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On s’intéresse à un problème de contrôle approché de l’équation de la chaleur par des "formes", inspiré
par le problème d’optimisation introduit dans [1] : pour un temps T > 0 fixé, et une cible yf ∈ L2, et
ε > 0, étant donné le système 

yt − ∆y = u(t, x)
y|∂Ω = 0,

y(0) = y0 ∈ L2,

(1)

on cherche un contrôle u satisfaisant la contrainte :

u(t) ∈ {Mχω, |ω| ≤ mL, M ∈ R+} , ∀t ∈ [0, T ], (2)

et tel que la solution correspondante vérifie

∥y(T ) − yf ∥L2 ≤ ε. (3)

Ces contrôles très particuliers peuvent être vus comme des points extrémaux d’un certain ensemble
convexe : or beaucoup de problèmes de contrôle optimal (et d’optimisation en général) ont pour
minimiseurs (ou maximiseurs) des points extrémaux. L’idée est donc de considérer en premier lieu un
problème avec des contraintes moins fortes que (2) (un ensemble convexe), et de résoudre un certain
problème de contrôle optimal avec ces contraintes relaxées.
Pour trouver un "bon" problème d’optimisation, on combine la dualité de Fenchel-Rockafellar, qui
associe à un problème d’optimisation (dit primal) un problème dit dual, et le principe "de la baignoire",
qui concerne la maximisation sous contraintes d’un produit scalaire. Les contrôles optimaux associés
à ce "bon" problème ont alors de bonnes chances d’être des formes, et de répondre ainsi à la question
initiale.
La méthode de preuve permet d’étudier plus généralement la question du contrôle d’EDP avec des
contraintes sur le contrôle, notamment le phénomène dit "bang-bang" : en dimension finie, il a été
souvent observé que les contrôles optimaux (notamment les contrôles en temps minimal) saturent les
contraintes qui leur sont imposées, et ont donc une forme plus simple (par exemple, une fonction
constante par morceaux en temps). De tels résultats existent déjà pour divers problèmes de contrôle
de l’équation de la chaleur ([2, 3, 4, 5]). Le résultat de contrôlabilité par les formes peut s’interpréter
de la même façon.
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