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Sujet

m Modéliser et simuler les interactions fluide-structure. Par exemple la résistance
d’'un pont face au vent, la circulation sanguine dans les artéres, la portance

d’un avion...

m En dynamique rapide, on représente la partie fluide compressible a I'aide des
équations d'Euler

8tp+ % (,ou) = 0’
Oe(pu) +V-puu+Vp =0,
9(pE) + V - ((pE + p)u) = 0.
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Problémes rencontrés

m En dynamique des chocs, on utilise principalement des schémas explicites,
soumis a une CFL.

Condition CFL : ¢2F < 1.
Ax

m CFL dans le cas d'une structure solide fine

Ax — 0

. = At tres petit.
vitesse du son ¢ > 1
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Objectifs

Stratégie générale :

m Développer un schéma implicite Lagrangien pour la partie fluide [2]
m Généraliser le schéma au cas des structures élasto-plastique fines [7], [8]

m Coupler le schéma implicite pour la partie solide élastique avec le schéma fluide
(explicite et/ou implicite)

Focus de la présentation :

m Utiliser un formalisme Lagrangien (i.e. le maillage se déforme selon le fluide)

m Développer un schéma implicite volumes finis Lagrangien, stable au sens de
I'entropie

. [2] C.Marmignon, C. Chalons, F. Coquel. Time Implicit Approximation of the Multipressure Gas
Dynamics Equations in Several Time Space Dimensions. SIAM, 48 :1678-106, 2010.

. [7] G. Kluth, B. Després. Discretization of Hyperelasticity on Unstructured Mesh with a
Cell-centered Lagrangian Scheme. Journal of Computational Physics, 2010.

. [8] P.-H. Maire, R. Abgrall, J. Breil, R. Loubgre, B. Rebourcet. A Nominally Sceond-Order
Cell-Centered Lagrangian Scheme for Slmulating Elastic-Plastic Flows on Two-Dimensional
Unstructured Grids. Journal Of Computational Physics, 2013
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@ Equations d'Euler

m Eulérien :

Op+ V- (pu) =0, entropie
O(pu)+ V- -pu@u+Vp=0, +
9:(pE) +V - ((pE + p)u) = 0. 9(pS) + V(pSu) >

m Lagrangien : D; := 0 + u -V ol u est la vitesse du fluide.

pDyT —V -u=0, entropie
pDiu+Vp =0, +
pD:E +V - (pu) = 0. pD:S > 0.
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Schémas de type prédiction-correction

Méthode :

m Phase de prédiction : schéma implicite Lagrangien pour les équations d’Euler
isentropiques [2]

pDer — V -u =0, entropie
pD:u+Vp =0, + (2
pD:S = 0. pD:E 4+ V(pu) < 0.

m Phase de correction : retour aux équations d'Euler (1), conservation de
I'énergie totale E restaurée, et inégalité d'entropie sur S

. [2] C.Marmignon, C. Chalons, F. Coquel. Time Implicit Approximation of the Multipressure Gas
Dynamics Equations in Several Time Space Dimensions. SIAM, 48 :1678-106, 2010.
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Schéma implicite de prédiction

m Conserver la structure de (2)

—_ ., At _
=Tt > (G,
J rer;

: _ At
UEMA T =u o 2 Fin

J ujy —
J reRr;
Si=S5/"
. _ . G
Fir = Ajr (0 —17) + Cjrj, Pjr — Bj + «j(ur — uj, [1C; H> -0
Jr
F, =0, .
&" > Ciby =0.
JETr
Aj, est symétrique et S A, est inversible. Ex : Aj, = o oS (GLACE)
m Aj est symétrique e = jr est inversible. Ex : Aj; = aj e
BVjeEM,VreR), Ci=VxV;. Ona 3} Cj =0 et pour tout noeud interne
rer;
> Cip=0.
JETr
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Phase de correction

m Restaurer la conservation de I'énergie totale E

At
n+1 —
=] +V Z(er,ur),
J reRr;
At
1 P
u},+ = UJ"7 — M Z erpjn
J rer;
n+1 n RN
EjJr Ej — Z Cirur pir
reR;
i B — B A — o er =0
JEJMPJ’ pl+aj<u’ ujv‘|c||>_ ’
Jr

VreR

Z Ci-pir = 0.

JETr
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Propriétés du schéma

m Phase de prédiction :

Schéma conservatif, et inégalité d'entropie sur I'énergie totale
— 1D : Analyse théorique, et preuve de I'existence et de
I'unicité (schéma bien défini),
Stabilité inconditionnelle (selon les conditions au bord),
— 2D : Travail en cours, démonstration pour des C;, fixés.

m Phase de correction :

Schéma conservatif et inégalité d'entropie
— 1D : GCL verifiée,
— 2D : Travail en cours, GCL vérifiée si C;, = 3(C}, 4+ C/™).
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Formalisation de la phase de prédiction

Pour tout j € M, ou M est un maillage contenant N cellules, on a

At
Tj - T + V Z <Cj,,ll7r>7

J reR;
lTj = uj"1 Z erpjr7 (3)
M; reR;
5=s"
. R — — er
vVje Jr, Pir—pj+ iU —uj,n;) =0, avec nj = ———,
[1Cjrll
VreR
Z CJTW =0.
JETr
M; — — 1
@ =1 = T ACL AN Y Cipi) = 2, (GnAT 2, A,
rG'Rj ieJr reR; i€

M;
t

(W —uf) = 3 ApAT 3 A+ 3 A= 3 ArA ) C,,( Pi)-

reRr; Ay rer; reR; \/,

VJ(U) = AU

. N dN — — ~ mN pdN N+dN x N+dN
J:] =00, 0" xR = R, U = ((—pj)jerm. (Uj)jer) € R x R AR .
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a Outil technique important

On peut mettre la phase de prédiction sous la forme
VJ(U) = AU,

m (H1) Le domaine est D C R” x R™. C'est un domaine ouvert convexe :
D =] — 00,0["xR™, ot n > 0 et m > 0 sont deux entiers. Son bord est
D ={VeR":3*c{l,...,n} Vj» =0,Vj#j€{L,...,n}, V; <0}
m (H2) La fonction J: U € D — J(U) € R est C3, strictement convexe et
coercive. De plus, pour tout V € 9D il existe une direction unitaire sortante

+ s
d € R™" telle que (VJ(V — =d), d) TE;:? +00. Egalement, pour tout
V—ed€T

W—vVv

V € 9D, on a ||[VJ(W)]| wen’ +o00.
m (H3) La matrice A € M,m(R) est anti-symétrique et satisfait ker(A) ND # (.
Théoreme

Sous les hypothéses (H1), (H2) et (H3), le probléme

Trouver U dans D tel que
VJ(U) = AU.

posséde une unique solution.
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Etapes clés de la démonstration

m Démontrer |'unicité, avec la monotonie de I'opérateur VJ(U) — AU [1],

m Démontrer |'existence dans le cas ou A = 0, chercher le minimum de J

+oo

(]

oLl
x|

m Comme J est strictement convexe, utiliser le cadre de I'analyse convexe [5], [6],

m Finir la preuve de |'existence en utilisant des résultats sur les équations
différentielles ordinaires [3], [4].

. [1] H. Brezis, Opérateurs Maximaux Monotones et semi-groupes de contractions dans les espaces de
Hilbert, Elsevier, 1973.

. [5] J.-B. Hirriart-Urruty, Optimisation et Analyse Convexe, EDP Sciences, 1998.

. [6] J.-B. Hirriart-Urruty, C. Lemaréchal, Fundamentals of Convex Analysis,Springer-Verlag, 2004.

. [3] E. Coddington, N. Levinson, Theory of Ordinary Differential Equations, Tata McGraw-Hill
Education, 1955.

. [4] J.-P. Demailly, Analyse Numérique et Equations Différentielles - 4éme Ed, EDP Sciences, 2016.
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Etude de la précision du schéma implicite

Tube 3 choc de Sod sur 100 mailles, méme CFL=0.4 (dt = 1.49 1073), tgna = 0.2.

Pressure Velocity
1 T T T T T T T
Implicit —— implicit ———
09 Explicit 1 0.9 1 Explicit 1
08 f J 08 ]
07| — o7y 1
06| 1
06 1
05 - al
os J
04 - .
0.4 - 1
03 f 1
03 f 4 02l ]
02t g 01k 4
.~ . o . . .
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
Density Entropy
1 T T T 9 r T T T
Implicit —— Implicit ——
09 Explicit B 85 Explict
08 f 8l
0.7 |- 75
06 7F
os 65
04 6|
03f 55
02 s|
0.1 L L L L 45
0 02 04 06 08 1 o 02
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Etude de la robustesse du schéma implicite

Maillage de 100 mailles, CFL=40.
Newton : 4 - 5 itérations

Pressure Velocity
1 T T T 1 T T T T
Implicit —— implicit —+—
0.9 Explicit 4 0.9 - Explicit 4
08 1 08 1
e ]
07 f o
06 - 1
06
o5 1
os
04t 1
ol
0 03 f 1
03 f 02 ]
02 f 01} 1
01 : o - - -
0 02 04 06 08 1 o 02 04 06 08 1
Density Entropy
1 T T T 9 T
Implicit —+— Implicit ——
09 Explicit 4 85 Explicit
08 f 8t
07t 75 b
06 7k
05 6.5 [
04 f 6l
03 f 5.5
02} st
01 : : : : a5

0 0.2 0.4 0.6 0.8

1 0
On observe un positionnement parfait de la discontinuité de contact.

0.2
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Etude de la robustesse du schéma implicite

Maillage de 100 mailles, CFLmax = 537, un seul pas de temps.
Newton : 6 itérations

Pressure Velocity
1 T T T T T T T
Implicit —— Implicit ——
09 Explicit g 09 Explicit
08 1 08
07 o7y
06
0.6
05
05
04
.4
0 03
03 02
02 o1f
01 0 buaee™
0 02 0.4 06 08 1 0 02 04 06 08 1
Density Entropy
1 T T T T T T T
Implicit —+— Implicit ——
09 Explicit 1 85 [ Explicit
08 8
07 75+
06 7k
05 65
04 6l
03 55
02 st
01 L L L L as
0 02 04 06 0.8 1 0

Robustesse inconditionnelle.
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Interaction avec les bords du domaine

Maillage de 9000 mailles sur le domaine [—4,5], CFLmax = 537.

Density

T
implicit
Explicit

0.9

0.8 |-

0.7

0.6 |-

05

03

02

01 I I I

Une explication vient de I'analyse du schéma implicite Lagrangien du probléme de
Riemann.
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Couplage implicite-explicite

Explicit

A I'interface, on souhaite avoir les mémes valeurs de flux. On les note PJ-*+; et uf#.
2 2
n * _ . * n
P — Pj+% - aj(uH% -y )7
Doy —pF 1 = (ui —ur )
Pi+1 = Pip1 = @j+1lljtt li+1):
m Le théoréme d'existence et d'unicité s’applique dans toute la zone implicite

m Les valeurs a l'interface sont traitées comme des conditions limites
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Couplage eau - air

Cas test tiré de I'article d'Abgrall-Saurel [10]

m Conditions initiales :

10° x<0.7 1000 x < 0.7
po(x) = po(x) =

10° x>0.7’ 50 x>07’
() = 44 x<07 () =0
ITN14 x>0 VT

La variable 7 est réglée 3 mo(x) = 6 - 10® pour x < 0.7.
= Maillage : 1000 mailles

950 mailles [0,0.7] traitées avec le schéma implicite
50 mailles [0.7,1] traitées en explicite

m Le théoreme d'existence et d'unicité s'applique avec U = (—(7 + p), u).

. [10] R. Saurel and R. Abgrall. A simple method for compressible multifluid flows. SIAM J. SCI.
Comput. 1999
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Couplage eau-air

Pressure
1x10°

8x10%

6x10°8

ax108

2x108

xplicit ——
Implicit-Explicit ——

0
2x108 L L L L L L L L L
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09
Density
1000

T
Explicit ——
Implicit-Explicit ——
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Velocity

T T T T
Explicit ——
Implicit-Explicit ——

Entropy

Explicit
Implicit-Explicit ——

01 02 03 04 05

07 08 09 1
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@ Tube a choc de Sod perturbé par une goutte d'eau

m Conditions initiales

5 x<0.5
107 x<05 1 05<x<0.65
po(X) = 6 ) PO(X) = ) UO(X) = 07
106 x>05 1000 0.65 < x < 6.6501
1 x> 0.6501
1.4 x<0.65

Yo(x) = { 44 0.65 < x < 0.6501, mo(x)=6-108 x € [0.65,0.6501]
1.4 x> 0.6501

= Maillage : 110 mailles

Explicit (air) Explicit (air)

Implicit (eau)
|
|
|

[ + + + I#### + +
Q 0,65 0.6501 1

65 mailles 10 mailles 35 mailles

m Couplage explicite-implicite plus efficace

Explicite : 65 161 itérations en temps, dt = 2.45-107°  (76.5s)
Implicite - Explicite : 158 itérations en temps, dt = 2.58 - 10~7  (4.5s)
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Pressure
1x107
8x10° -
6x10° -
4x10°
2x106 | Reference solution
xplicit ——
Implicit-Explicit ——
Water drop location
0 ! L L L
0 02 0.4 06 08
Density
10000 T T T T
Reference solution ——
Explicit ——
Implicit-Explicit ——
1000 L Water drop location ———
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1000

Velocity

Tube a choc de Sod perturbé par une goutte d'eau

Reference solution
xplicit ——
Implicit-Explicit ——
Water drop location

0
02 04 06 08 1
Entropy
T T T T
Reference solution ——
L Explicit —— 1
Implicit-Explicit ——
Water drop location —— ; ;
0 02 04 06 08 1
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a Tube a choc de Sod 2D

m Conditions initiales :

oy | 1 x<0 ) 1 x<05
PPOYI =01 x>057 YY) T V0125 x>05°

w(x,y)=0, =14
n, <C}7r+17 :1+1> <Cn ;1+1>

jro

Conditions au bord : symétrie
CFL explicite : 0.4
CFL implicite : 2
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Tube a choc de Sod 2D

m Maillage a t =0.2

Density

0.5+

084

0.74

0.6

054

0.4

0.34

024

0.1 T T- T T T T T T T
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Conclusion

m Stratégie de schéma de type prédiction-correction basé sur [2]
m Définition d'un cadre abstrait pour I'analyse de certains schémas implicites

m Preuve de I'existence et |'unicité d'une solution pour le schéma non linéaire de
prédiction avec flux a deux états, voir preuve compléte [9]

m Implémentation et tests numériques
Perspectives :

= Garantir la GCL en utilisant Cj; = 3(CJ, + C}*'), et démontrer la convergence
du schéma

m Démontrer la croissance de I'entropie grace a la formulation VJ(U) = AU et a
I'analyse convexe

. [2] C.Marmignon, C. Chalons, F. Coquel. Time Implicit Approximation of the Multipressure Gas
Dynamics Equations in Several Time Space Dimensions. SIAM, 48 :1678-106, 2010.
. [9] A. Plessier, S. Del Pino, B. Després. Implicit discretization of Lagrangian gas dynamics, soumis.
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