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Cadre

Image inconnue u0 ∈ L2(R2)

Problème sans bruit

Reconstruire u0 à partir de y0

Problème avec bruit

Reconstruire u0 à partir de y

Observations y0 = Φu0 ∈ Rm

Observations bruitées y = y0 + w

1



Cadre

Image inconnue u0 ∈ L2(R2)

Problème sans bruit

Reconstruire u0 à partir de y0
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Approche variationnelle [Rudin et al., 1992, Chambolle and Lions, 1997]

Problème sans bruit : résoudre

min
u∈L2(R2)

??

s.t. Φu = y0

(P0(y0))

Problème avec bruit : résoudre

min
u∈L2(R2)

1

2
‖Φu − y‖2 + λTV(u) (Pλ(y))

Variation totale (du gradient)

TV(u) = sup

{
−
∫
R2 u divφ

∣∣∣∣φ ∈ C∞c (R2,R2), ‖φ‖∞ ≤ 1

}
“ = ”

∫
R2 |∇u|
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Questions

Image inconnue u0 Observations y0 = Φu0 Obs. bruit. y = y0 + w

Identifiabilité

u0 unique solution de (P0(y0)) ?

Identifiabilité dans un cas particulier : [Bredies and Vicente, 2019]

Robustesse au bruit

Si w et λ petits, solutions de (Pλ(y)) proches des solutions de (P0(y0)) ?
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Identifiabilité dans un cas particulier : [Bredies and Vicente, 2019]

Robustesse au bruit

Si w et λ petits, solutions de (Pλ(y)) proches des solutions de (P0(y0)) ?

3



Questions

Image inconnue u0 Observations y0 = Φu0 Obs. bruit. y = y0 + w

Identifiabilité
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Identifiabilité dans un cas particulier : [Bredies and Vicente, 2019]

Robustesse au bruit

Si w et λ petits, solutions de (Pλ(y)) proches des solutions de (P0(y0)) ?

3



Questions

Image inconnue u0 Observations y0 = Φu0 Obs. bruit. y = y0 + w

Identifiabilité
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Quel type de convergence ?
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Un premier résultat

Problème sans bruit : résoudre

min
u∈L2(R2)

TV(u)

s.t. Φu = y0

(P0(y0))

Problème avec bruit : résoudre

min
u∈L2(R2)

TV(u) +
1

2λ
‖Φu − y‖2 (Pλ(y))

Proposition (voir par ex. [Hofmann et al., 2007])

Si u0 identifiable, λn → 0 et ‖wn‖2 = o(λn) alors un −→ u0 fortement

dans L1
loc(R2), faiblement dans L2(R2), et TV(un)→ TV(u0)
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Deuxième résultat

Proposition ([Chambolle et al., 2016, Iglesias et al., 2018])

Si λn → 0 et ‖wn‖/λn ≤
√
c2 / (4 ‖Φ∗‖), pour p.t. t ∈ R (à extr. près) :

∣∣U(t)
n ∆U

(t)
0

∣∣→ 0 et ∂U
(t)
n

Hausdorff−−−−−−−→ ∂U
(t)
0 avec U(t) =

{
{u ≥ t} si t ≥ 0

{u ≤ t} sinon
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Deux rés. importants (voir par ex. [Chambolle et al., 2016, Iglesias et al., 2018])

Condition d’optimalité “géométrique”

Si u ∈ L2(R2) solution de (Pλ(y)) alors

∀t > 0, {u ≥ t} ∈ Argmin
E⊂R2, |E |<+∞

P(E)−
∫
E
ηλ,w

∀t < 0, {u ≤ t} ∈ Argmin
E⊂R2, |E |<+∞

P(E) +

∫
E
ηλ,w

pour un certain ηλ,w ∈ Im(Φ∗)

Convergence des courbures

Si on a

• Im(Φ∗) ∩ ∂TV(0) 6= ∅ (condition de source)

• λn → 0 et ‖wn‖
λn
→ 0

alors (ηλn,wn )n≥0 converge fortement dans L2(R2)
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Le problème de la courbure prescrite

Problème

min
E⊂R2, |E |<+∞

P(E)−
∫
E
η (Q(η))
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Convergence des suites de minimiseurs

Hypothèses

• (ηn)n≥0 et η dans ∂TV(0) ∩ C1
b(R2)

• (ηn)n≥0 converge dans L2(R2) et C1
b(R2) vers η

Proposition

Pour tout ε > 0 il existe n0 tel que pour

tout n ≥ n0, toute sol. En de (Q(ηn)) vérfie

En = (Id + ξn)(E)

avec E solution de (Q(η)) et

ξn ∂E = ϕn νE ‖ϕn‖C2(∂E) ≤ ε

∂E

∂En

ϕn νE

J

ε

Jn

[ ]

ε

[ ]
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Résultat principal

Hypothèses

• (ηn)n≥0 et η dans ∂TV(0) ∩ C1
b(R2)

• (ηn)n≥0 converge dans L2(R2) et C1
b(R2) vers η

• E solution strictement stable de (Q(η))

Proposition

Il existe ε > 0 tel que, pour n assez grand, il existe au plus un ϕn tel

que ‖ϕn‖C2(∂E) ≤ ε et (Id + ξϕn )(E) sol. de (Q(ηn)) avec ξϕn ∂E = ϕn νE

[ ]

ε

[ ]

ε

[ ]

ε

Jn

J
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Application

Hypothèses

• u0 = a 1E , E simple, unique sol. (non triviale) de (Q(η0)), strict. stable

• Im(Φ∗) ⊂ C1
b(R2)

• Im(Φ∗) ∩ ∂TV(0) 6= ∅ (condition de source)

Résultat

Si λn → 0 et ‖wn‖
λn
→ 0, pour n assez grand un = an 1En avec

• an → a

• En = (Id + ξϕn )(E) et ‖ϕn‖C2(∂E) → 0

11



Application

Hypothèses
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Conclusion

Perspectives

• Images avec n ≥ 2 formes

• Condition de stabilité stricte vérifiée en pratique ?

u0 y = Φu0 + w uλ,w uλ,w − u0 Du0, Duλ,w
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