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Formulation du probléeme étudié

Modele

ST {lel =1

Le potentiel gravitationnel u,, généré par une densité de masse uni-
forme répartie sur w vérifie

—Au, = 1, sur R2,
u, = O(log|x]) |z| — 4o00.
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Formulation du probléeme étudié

Modele

ST {lel =1

Le potentiel gravitationnel u,, généré par une densité de masse uni-
forme répartie sur w vérifie

—Au, = 1, sur R2,
u, = O(log|x]) |z| — 4o00.

Probleme inverse

Reconstruire w connaissant u,, (et Vu,) sur I'.
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Formulation du probléeme étudié

Unicité

Théoreme [lsakov, 1990]

Si wy, w9 sont tous les deux

@ étoilés par rapport a leur centre de gravité
ou

@ convexes dans une direction

et si Vu,,, = Vuy, surI', alors w; = wy.

* Qe
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Formulation du probléeme étudié

Stabilité

Soient M, p_, p4,a > 0 et U I'ensemble des domaines étoilés w de
la forme

w={z € R?||z —z0| < p(d), 0€]0,27]},
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Stabilité
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Formulation du probléeme étudié

Stabilité

Soient M, p_, p4,a > 0 et U I'ensemble des domaines étoilés w de
la forme

w={z € R?||z —z0| < p(d), 0€]0,27]},
avec

p—<p<ps  |plloosragozn < M.

Théoreme, [Isakov, 1990]

Il existe C' > 0 tel que pour wy,ws € U,

Vg, — vuwz”L‘”(F) <e=|p— p2||L°°([0,27r]) <C| ln(5)\_%-
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Formulation du probléeme étudié

Principe de la méthode

On souhaite construire une suite de domaines (wy) tels que

|IVuy, — Vugy I N 0.
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Formulation du probléeme étudié

Principe de la méthode

On souhaite construire une suite de domaines (wy) tels que
Vu, — Vu — 0.
Vg WNHF N 400

On parle de gravi-équivalence (asymptotique).
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Formulation du probléeme étudié

Principe de la méthode

D’'aprés la formule de Green, si on connait u, et Jyuy, := Vuy - n
sur I', on connait pour toute fonction v :

/ Uy OpV — Oy, v = Avuy, — Aug .
r Qo
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Principe de la méthode

D’'aprés la formule de Green, si on connait u, et Jyuy, := Vuy - n
sur I', on connait pour toute fonction v :

/ Uy OpV — Oy, v = Avuy, — Aug .
r Qo

Si v est choisi tel que Av =0 (v harmonique), on connait donc

/uw@nv—ﬁnuwv:/v.
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Formulation du probléeme étudié

Principe de la méthode

D’'aprés la formule de Green, si on connait u, et Jyuy, := Vuy - n
sur I', on connait pour toute fonction v :

/ Uy OpV — Oy, v = Avuy, — Aug .
r Qo

Si v est choisi tel que Av =0 (v harmonique), on connait donc

/uw@nv—ﬁnuwv:/v.
I w

Prenant les moments comme nouvelle mesure, on cherche a réaliser

YOo<m <N, /zm:/ ™
w wN

Anthony Gerber-Roth



Etape 1 : Construction d'une formule de quadrature
Etape 2 : Construction d’'un domaine de quadrature

Méthode de reconstruction

© Méthode de reconstruction
@ Etape 1 : Construction d'une formule de quadrature
@ Etape 2 : Construction d'un domaine de quadrature
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Etape 1 : Construction d'une formule de quadrature

Méthode de reconstruction 0
Etape 2 : Construction d'un domaine de quadra

Méthode de reconstruction

Etape 1 Fixer N > 1, puis déterminer des poids cq, ..., cy et des points
Z1, ..., 2N tels que :

N
YO<m< 2N —1, /zm:chz,T.
i n=1
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Etape 1 : Construction d'une formule de quadrature

Méthode de reconstruction 0
Etape 2 : Construction d'un domaine de quadra

Méthode de reconstruction

Etape 1 Fixer N > 1, puis déterminer des poids cq, ..., cy et des points
Z1, ..., 2N tels que :

N
YO<m< 2N —1, /zm:chz,T.
i n=1

Etape 2 A partir de ¢y, ...,cn et 21, ..., 2y, construire wy tel que

N
Ym > 0, / Zm:ZCnZZL.
WN n=1
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Etape 1 : Construction d'une formule de quadrature

Méthode de reconstruction 0
Etape 2 : Construction d’'un domaine de quadrature

Etape 1 : Formule de quadrature

Etant donné les quantités

Tm:/zma
w

on doit résoudre le systeme d’'équations (non linéaires) de la forme

N
V0O <m < 2N —1, chzgl =T,
n=1

C'est un systeme de Prony.
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Etape 1 : Construction d'une formule de quadrature

Méthode de reconstruction 0
Etape 2 : Construction d’'un domaine de quadrature

Méthode de Prony

@ Siles (z,) sont connus, les (¢,,) sont solutions d'un systéme de
Vandermonde :
V(z)c=T
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Etape 1 : Construction d'une formule de quadrature

Méthode de reconstruction 0
Etape 2 : Construction d’'un domaine de quadrature

Méthode de Prony

@ Siles (z,) sont connus, les (¢,,) sont solutions d'un systéme de
Vandermonde :
V(z)c=T
@ les (z,) sont les valeurs propres du probléme aux valeurs propres
généralisé
Tix = 2 Tox,

ou
70 Tt TN-1 1 2 TN
1 T2 TN 2 T3 ot TN+1
Ty = T, =
TN—-1 TN -*° T2N-2 TN TN+1 -°° T2N-1
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Etape 1 : Construction d'une formule de quadrature

Méthode de reconstructio 5 B 5
reconstruction Etape 2 : Construction d’'un domaine de quadrature

Etape 2 : Domaine de quadrature

Etant donné des poids ¢y, ...,cy et des points z1, ..., zn, construire
wp Vérifiant

Ceci conduit a la notion de domaines de quadrature.
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Etape 1 : Construction d'une formule de quadrature

Méthode de reconstructio 5 B 5
reconstruction Etape 2 : Construction d’'un domaine de quadrature

Etape 2 : Domaine de quadrature

) est un domaine de quadrature® (harmonique) s'il existe des points

(2n)1<n<N dans Q et des coefficients (cy,)1<n<N tels que pour toute
fonction harmonique v :

/Qv _ g:lcnv(zn).

1. “What is a quadrature domain ?”, Bjorn Gustafsson and Harold S. Shapiro, 2005.
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Etape 1 : Construction d'une formule de quadrature

Méthode de reconstructio 5 B 5
reconstruction Etape 2 : Construction d’'un domaine de quadrature

Etape 2 : Domaine de quadrature

Définition

) est un domaine de quadrature® (harmonique) s'il existe des points
(2n)1<n<N dans Q et des coefficients (cy,)1<n<N tels que pour toute
fonction harmonique v :

/Qv _ g:lcnv(zn).

1. “What is a quadrature domain ?”, Bjorn Gustafsson and Harold S. Shapiro, 2005.

Non unicité : En général, les noeuds z, et poids ¢,, ne caractérisent
pas un domaine de quadrature (il peut exister deux domaines dis-
tincts correspondants aux mémes poids et points).
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Etape 1 : Construction d'une formule de quadrature

Méthode de reconstructio 5 B 5
reconstruction Etape 2 : Construction d’'un domaine de quadrature

Domaines de quadrature

Définition

Un domaine Q) est un domaine de quadrature (sous-harmonique) si
il existe des points (z,)1<n<n dans Q et des coefficients (¢p)1<n<N
tels que pour toute fonction sous-harmonique v (i.e, —Av < 0) :

N
/ v= Z cn(zn).
Q n=1
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Etape 1 : Construction d'une formule de quadrature

Méthode de reconstructio 5 B 5
reconstruction Etape 2 : Construction d’'un domaine de quadrature

Domaines de quadrature

Définition

Un domaine Q) est un domaine de quadrature (sous-harmonique) si
il existe des points (z,)1<n<n dans Q et des coefficients (¢p)1<n<N
tels que pour toute fonction sous-harmonique v (i.e, —Av < 0) :

N
/ v= Z cn(zn).
Q n=1

v harmonique =
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Etape 1 : Construction d'une formule de quadrature

Méthode de reconstructio 5 B 5
reconstruction Etape 2 : Construction d’'un domaine de quadrature

Domaines de quadrature

Définition

Un domaine Q) est un domaine de quadrature (sous-harmonique) si
il existe des points (z,)1<n<n dans Q et des coefficients (¢p)1<n<N
tels que pour toute fonction sous-harmonique v (i.e, —Av < 0) :

N
/ v= Z cnv(2n).
Q n=1

v harmonique = v, —v sous-harmoniques =
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Etape 1 : Construction d'une formule de quadrature

Méthode de reconstructio 5 B 5
reconstruction Etape 2 : Construction d’'un domaine de quadrature

Domaines de quadrature

Définition

Un domaine Q) est un domaine de quadrature (sous-harmonique) si
il existe des points (z,)1<n<n dans Q et des coefficients (¢p)1<n<N
tels que pour toute fonction sous-harmonique v (i.e, —Av < 0) :

N
/ v= Z cnv(2n).
Q n=1

N
v harmonique = v, —v sous-harmoniques = / v = Z cnv(2n).
Q
n=1
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Etape 1 : Construction d'une formule de quadrature

Méthode de reconstructio 5 B 5
reconstruction Etape 2 : Construction d’'un domaine de quadrature

Domaines de quadrature

Définition

Un domaine Q) est un domaine de quadrature (sous-harmonique) si
il existe des points (z,)1<n<n dans Q et des coefficients (¢p)1<n<N
tels que pour toute fonction sous-harmonique v (i.e, —Av < 0) :

N
/ v= Z cnv(2n).
Q n=1

N
v harmonique = v, —v sous-harmoniques = / v = Z cnv(2n).
Q
n=1

Un domaine de quadrature sous-harmonique est donc bien un cas
particulier de domaine de quadrature harmonique et I'unicité est
alors garantie.
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Etape 1 : Construction d'une formule de quadrature

Méthode de reconstructio 5 B 5
reconstruction Etape 2 : Construction d’'un domaine de quadrature

Construction de domaine de quadrature

Si Q) est un domaine de quadrature sous-harmonique (associé aux
poids (c;,) et aux noeuds (z,)), la fonction

1
Uq(zx) = ~5 ln\x —y| dy

détermine ), car :

1o = —-AUyq.
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Etape 1 : Construction d'une formule de quadrature

Méthode de reconstructio 5 B 5
reconstruction Etape 2 : Construction d’'un domaine de quadrature

Construction de domaine de quadrature

On peut montrer que Ug, est I'unique minimiseur de la fonctionnelle

(convexe) -
E(v) = /B @w? _ v) ,
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Etape 1 : Construction d'une formule de quadrature

Méthode de reconstructio 5 B 5
reconstruction Etape 2 : Construction d’'un domaine de quadrature

Construction de domaine de quadrature

On peut montrer que Ug, est I'unique minimiseur de la fonctionnelle

(convexe) -
E(v) = /B @w? _ v) ,

K :={ve HY(B)|v <Gy dans B; v =Gy sur B},

sur le convexe,
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Etape 1 : Construction d'une formule de quadrature

Méthode de reconstructio 5 B 5
reconstruction Etape 2 : Construction d’'un domaine de quadrature

Construction de domaine de quadrature

On peut montrer que Ug, est I'unique minimiseur de la fonctionnelle

(convexe) -
E(v) = /B @w? _ v) ,

K :={ve HY(B)|v <Gy dans B; v =Gy sur B},
L

ou Gy(x) f%chlnhc Zn-

sur le convexe,
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Etape 1 : Construction d'une formule de quadrature

Méthode de reconstructio 5 B 5
reconstruction Etape 2 : Construction d’'un domaine de quadrature

Construction de domaine de quadrature

On peut montrer que Ug, est I'unique minimiseur de la fonctionnelle

(convexe) -
E(v) = /B @w? _ v) ,

K :={ve HY(B)|v <Gy dans B; v =Gy sur B},

| X
ou Gy(x) ——%chl Zn-

n=1
Construction de ) : Calculer Ug (par éléments finis) puis en

déduire €2 en calculant numériquement son Laplacien.

sur le convexe,

Anthony Gerber-Roth



Etape 1 : Construction d'une formule de quadrature

Méthode de reconstructio 5 B 5
reconstruction Etape 2 : Construction d’'un domaine de quadrature

Algorithme

@ Choisir N > 1.

@ Pour 0 <m < 2N — 1, calculer / Z™ a partir des mesures.
w
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Etape 1 : Construction d'une formule de quadrature

Méthode de reconstructio 5 B 5
reconstruction Etape 2 : Construction d’'un domaine de quadrature

Algorithme

@ Choisir N > 1.
@ Pour 0 <m < 2N — 1, calculer / Z™ a partir des mesures.
w
© Etape 1 : Calculer par la méthode de Prony les (z,) et (cy)
tels que

N
chsz:/zm, YO<n<2N —1.
n=1 w
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Etape 1 : Construction d'une formule de quadrature

Méthode de reconstructio 5 B 5
reconstruction Etape 2 : Construction d’'un domaine de quadrature

Algorithme

@ Choisir N > 1.
@ Pour 0 <m < 2N — 1, calculer / Z™ a partir des mesures.
w
© Etape 1 : Calculer par la méthode de Prony les (z,) et (cy)
tels que

N
chsz:/zm, YO<n<2N —1.
n=1 w

Q Etape 2 : Déterminer I'unique domaine de quadrature sous-
harmonique wy associé a (z,,) et (cy).
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Etape 1 : Construction d'une formule de quadrature

Méthode de reconstructio 5 B 5
reconstruction Etape 2 : Construction d’'un domaine de quadrature

Convergence

Théoreme

@ Si w est un domaine de quadrature sous-harmonique, il existe
N tel que

WN = W.
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Etape 1 : Construction d'une formule de quadrature

Méthode de reconstruction Etape 2 : Construction d’'un domaine de quadrature

Convergence

Théoreme

@ Si w est un domaine de quadrature sous-harmonique, il existe
N tel que

WN = W.

@ Si il existe un compact K de B tel que

VN eN, wnyCK,

alors, il existe une sous suite de (wy )y telle que

— 0.
N—o0
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© Résultats numériques
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Résultats numériques

Résultats numériques

Reconstruction * d'un domaine étoilé, N = 15.

*. Calculs effectués avec FreeFEM++
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Résultats numériques

Résultats Numériques

Reconstruction d'un domaine non connexe (mais convexe en )
avec NV = 26.
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Résultats numériques

Résultats Numériques

Reconstruction d'un domaine plus complexe, N = 29.

t. https://opengameart.org/content/space-ship-construction-kit
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Résultats numériques

Conclusion

o Méthode de reconstruction originale basée sur la méthode de
Prony et la construction de domaines de quadrature

@ Et maintenant?
e Distribution de masse de la forme : f1,

e Cas 3D

o Tomographie par impédance électrique (EIT) : détection de
cavités pour le probleme de Calderén (Méthode de
Prony-+domaines de quadrature surfaciques)
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Résultats numériques

Construction de domaine de quadrature

Uq peut étre vu comme |'unique solution de

_AUG< 1 Q)
Ug= Gn (0Q0)
Ua< Gy (Q0),
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Résultats numériques

Exemples

@ Les disques sont les seuls domaines de quadrature pour N =1,
d'apres la formule de la moyennne :

1
Y= Ba )l /D(a,m v

Autres exemples...
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Résultats numériques

Solving Prony's system

Cc1 + Cc2 + ... 4+ CN = 0
C121 + Co29 + ... + CNZN = T1
c12? + el + + CNZJQV = n

clz{V_l + czzév_l + ... + ch]]\\,f_l = TN_1
clz{V + CQZéV + ...+ ch]]\\; = TN
clz%N oy CngN_l + ... + CNZ?VN L= ToON—1
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Résultats numériques

Solving Prony's system

( c1 + c + ...+ cN = 7 X
c121 + C229 + ... + CNZN = 1 X
clz% + 022% + ... + CNZJQV = T2 X

—1 —1 N—-1
012’711 + 0223 + ... + cnzy = TN-1 XQnN_1
c127 + cozly + ...+ ch]]\\,f = ™ x1
2N—-1 2N—-1 2N-1
C127 + C225 + ... + CNZN = TaN-1

c1P(z1) + coP(2z2) + -+ enP(zn) =

aoo + o+ o+t av1TN-1 TN
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Résultats numériques

Solving Prony's system

N
H =7N 4+ Z(y,,

( c1 + Co + ...+ CcN = T0
c121 + 229 + ... + CNZN = 1 X
Cc1 z% + &) Z% + + CN z]2V = T2 X
012{\7 1 + szév ! + + CNZ% L= TN—-1 XON—-2
1 Z{V + CQZéV + . + czvz% = TN XON-1
clz{VH + CQZéVJrl + + cz\zzf\\,erl = Tn41 X1
L Clsz 1 + CgZ%N 1 + ... + CNZ?VN L= TON—1
c1z21P(21)+- - - +cnznP(2n) = aomi+aima+ -+ A 1T 7ot
a1+t Q1T = —Tpal-
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Résultats numériques

Solving Prony's system

T0 71T Tp-—1 Qp Tn
T2 . Tn Qi Tn+1 ,
= — . — Toja=-—-71".
Tnh—1 Tn *°° T2n—2 Qp—1 T2n—1
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