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Le modèle de Bloch

Équation sur la matrice densité ρ dans une boîte quantique

ε2∂tρnm(t) = −(γnm + iωnm)︸ ︷︷ ︸
Ωnm

ρnm(t) + iεφt/ε2 [p, ρ(t)]nm

ρnn population (probabilité d’être dans l’état n)
ρnm cohérences (transitions entre les états n et m)
ωnm = ωm − ωn énergie de transition entre n et m
γnm = γmn relaxation sur les cohérences
φτ champ électrique
pnm = p∗mn matrice de polarisabilité
ε2 durée caractérisitique
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Populations et cohérences

?
B. Bidégaray-Fesquet, F. Castella, P. Degond. From Bloch model to the rate equations.
Discrete & Continuous Dynamical Systems, 2004

∂tρnn =
i

ε
φt/ε2

∑
k 6=n

(
pnkρkn − pknρnk

)
∂tρnm =

Ωnm
ε2

ρnm+
i

ε
φt/ε2pnm

(
ρmm−ρnn

)
+
i

ε
φt/ε2

(
pnkρkm−pkmρnk

)
Conditions initiales : ρnn(0) = O(1), ρnm(0) = 0.

Forme intégrale sur les cohérences

ρnm(t) =
i

ε
pnm

∫ t

0

e
t−s

ε2
Ωnmφs/ε2

(
ρmm(s)− ρnn(s)

)
ds

+
i

ε

∫ t

0

e
t−s

ε2
Ωnmφs/ε2

(
pnkρkm(s)− pkmρnk(s)

)
ds
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Modèle asymptotique sur les populations

ρ]nm(t) = iεpnm

(∫ t/ε2

0

eσΩnmφt/ε2−σdσ

)(
ρ]mm(t)− ρ]nn(t)

)
On étudie le modèle asymptotique sur les populations

∂tρ
]
nn(t) =

∑
k 6=n

Ψkn

(
t

ε2

)(
ρ]kk(t)− ρ]nn(t)

)

Ψkn(τ) = 2|pkn|2φτ
∫ τ

0

φτ−σRe
(
eσΩkn

)
dσ

Par exemple,

φτ = cos(ω0τ), Ωnm = −γnm + iωnm

Ψnm(τ) = 2 cos(ω0τ)

∫ τ

0

eσγnm cos(ωnmσ) cos
(
ω0(τ − σ)

)
dσ
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Comment résoudre ce nouveau problème?
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Figure: Erreur L∞ en fonction de ∆t (à gauche) et de ε (à droite) avec Euler explicite sur le
système d’origine (en haut) et sur notre système micro-macro d’ordre 1 (en bas).
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Notions de convergence

(ρε0` ) (ρ0
`)

ρ0(t)ρε0(t)

O
(∆
tq

)

co
nv

er
ge

nt

O
(∆
tq

)

A
P

ε→ 0

ε→ 0
O

(∆
tq

)

U
A

Définition – Ordres de convergence

On dit qu’une méthode d’ordre q est
uniformément précise (UA) si son
ordre de convergence uniforme n’est
pas réduit, i.e. si

sup
0<ε≤ε0

max
0≤`≤N

|ρε(t`)− ρε` | = O(∆tq).

On dit qu’elle préserve l’asymptote
(AP) si

lim
ε→0+

max
0≤`≤N

|ρε(t`)− ρε` | = O(∆tq).

Ces notions peuvent parfois dépendre des conditions initiales.
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Cadre d’étude

Problème avec forçage exponentiel,

∂tu
ε(t) = at/εu

ε(t), uε(0) = u0.

où τ 7→ aτ est un opérateur à dynamique exponentielle

aτ =
∑
α∈Zr

m∈N

âα,m e
(iα·ω−m)τ

pour un vecteur de fréquences ω = (ω1, . . . , ωr) non résonant,

ω⊥ = {α ∈ Zr, α · ω = 0} = {0}.

Définition Projecteur de « moyenne »

〈a〉 = â0,0 = lim
T→∞

1

T

∫ T

0

aτdτ
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Comportement de la solution

uε(t) = exp
(
−t+

ε

2π
sin(2πt/ε) + ε sin(t/ε)

)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t
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Ansatz de décomposition

∂tu
ε(t) = at/εu

ε(t)

uε(t) = Φεt/ε exp
(
tAε
) (

Φε0
)−1

u0

τ 7→ Φετ changement de variable, dynamique exponentielle
Aε dynamique moyenne

Équation homologique

∂τΦετ = ε
(
aτ Φετ − Φετ A

ε
)
, Aε =

〈
Φε
〉−1〈aΦε〉

Itérations Point fixe avec le défaut

∂τΦ[n+1]
τ = ε

(
aτ Φ[n]

τ − Φ[n]
τ A[n]

)
, A[n] =

〈
Φ[n]

〉−1〈aΦ[n]〉,

δ[n]
τ =

1

ε
∂τΦ[n]

τ + Φ[n]
τ A[n] − aτ Φ[n]

τ .

Condition de fermeture 〈Φ[n]〉 = id.
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Caractère bien posé de la décomposition

∂τΦ[n+1]
τ = ε

(
aτ Φ[n]

τ − Φ[n]
τ A[n]

)
, A[n] =

〈
Φ[n]

〉−1〈aΦ[n]〉,

δ[n]
τ =

1

ε
∂τΦ[n]

τ + Φ[n]
τ A[n] − aτ Φ[n]

τ .

Condition de fermeture 〈Φ[n]〉 = id.

Proposition (Bidégaray-Fesquet, Jourdana, LT)

Pour tout n ∈ N il existe εn t.q. la décomposition d’ordre n est bien
définie pour ε ≤ εn, et elle vérifie

‖Φ[n] − id ‖0 = O(ε), ‖A[n]‖0 = O(1).

En outre le défaut est de taille O(εn) grâce à la relation

‖δ[n]‖ν ≤ ‖a‖(n+1)ν

(
ε

εn

)n
.
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Problème micro-macro

uε(t) = Φ
[n]
t/ε v

[n](t) + w[n](t)

avec v[n](t) = exp
(
tA[n]

) (
Φ

[n]
0

)−1
u0 et w[n] = O(εn+1).∂tv

[n](t) = A[n] v[n](t), v[n](0) =
(
Φ[n]

)−1
u0,

∂tw
[n](t) = at/ε w

[n](t)− δ[n]
t/εv

[n](t), w[n](0) = 0.

Proposition – Précision uniforme

Le problème micro-macro est bien posé à l’ordre n+ 1, au sens

∀ 1 ≤ k ≤ n+ 1, ∂ kt v
[n], ∂ kt w

[n] = O(1)

On calcule (v
[n]
` ) et (w

[n]
` ) avec un schéma d’ordre n standard et alors

sup
ε∈(0,εn]

max
0≤`≤N

∣∣∣uε(t`)− Φ
[n]
t`/ε

v
[n]
` − w

[n]
`

∣∣∣ ≤ C∆tn

avec C indépendant de ε.
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Application d’un schéma standard

∂tρ
]
nn(t) =

∑
k 6=n

Ψkn

(
t

ε2

)(
ρ]kk(t)− ρ]nn(t)

)
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Figure: Erreur L∞ en fonction de ∆t (à gauche) et de ε (à droite) avec Euler explicite sur le
système d’origine sur ρ].
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Comportement asymptotique

Naturellement, on retrouve l’équation de taux

∂tv
[0]
n =

∑
k 6=n

〈Ψkn〉
(
v

[0]
k − v

[0]
n

)
, ρ]nn = v[0]

n +O(ε2)
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Figure: Erreur L∞ entre ρ] exact et v[0] en fonction de ∆t (à gauche) et de ε (à droite) avec Euler
explicite sur le système d’origine sur ρ].
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Micro-macro d’ordre 1

ρ](t) = Φ
[1]
t/εv

[1](t) + w[1](t)
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Figure: Erreur L∞ sur ρ] en fonction de ∆t (à gauche) et de ε (à droite) avec Euler explicite sur le
système micro-macro d’ordre 1.
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Conclusion

Résumé
Présentation d’un modèle asymptotique
Notions de convergence avec prise en compte du paramètre ε
Développement micro-macro : Extension de résultats connus
à un cadre plus général
Résultats numériques : Amélioration de la convergence
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Traitement du modèle de Bloch (forcé) complet
Calcul numérique du développement micro-macro
Étude d’autres problèmes de cette classe
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Appendices

Inégalité diophantienne et norme

Inégalité diophantienne On pose CD > 0 et ν > 0 t.q.

∀α ∈ Zr \ {0r}, |α · ω| ≥ CD
|α|ν

Définition – Norme d’algèbre sur les séries exponentielles

Si ϕτ =
∑
α,m ϕ̂α,me

(iα·ω−m)τ , on définit

∀µ ≥ 0, ‖ϕ‖µ =
∑
α,m

(
1 + 3|α|2

)µ/2∣∣ϕ̂α,m∣∣.
Cette norme est algébrique, ‖ϕψ‖µ ≤ ‖ϕ‖µ ‖ψ‖µ.
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Appendices

Schéma intégral pour un modèle de Bloch
Le modèle de Bloch que nous étudions prend la forme

d

dt
ρnn(t) =

i

ε
φt/ε2

∑
k

(
pnkρkn(t)− pknρnk(t)

)
d

dt
ρnm(t) =

Ωnm

ε2
ρnm(t) +

i

ε
φt/ε2

∑
k

(
pnkρkm(t)− pkmρnk(t)

)
avec θ 7→ φθ ∈ R périodique de moyenne nulle. Pour capturer le comportement
asymptotique ε→ 0, nous exploitons la forme intégrale sur ρnm(t) qu’on injecte dans
l’équation sur ρnn.
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Figure: Erreur sur le modèle de Bloch en fonction de δt pour différentes valeurs de ε, avec les
populations ρnn (gauche) et les cohérences renormalisées 1

ερnm (droite).
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