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Présentation du modele de Bloch @0000

Le modele de Bloch

Equation sur la matrice densité p dans une boite quantique

Ezatpnm(t) - _('Ynm + anm) pnm(t) + Z.E(bt/g2 [p7 p(t)]nm
—_————
Qnm

= p,, population (probabilité d'étre dans I'état n)

= p.m cohérences (transitions entre les états n et m)
B w,, = w, —w, énergie de transition entre n et m
B Vam = Ymn Felaxation sur les cohérences

= ¢, champ électrique

B pnm = pl,, Matrice de polarisabilité

m 2 durée caractérisitique
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Présentation du modele de Bloch ceoo00

Populations et cohérences

@ B. Bidégaray-Fesquet, F. Castella, P. Degond. From Bloch model to the rate equations.
Discrete & Continuous Dynamical Systems, 2004

%
Ot prn = g(bt/ez Z (pnkpkn 7pknpnk)
k#n

Q ) )
atpnm = %an‘*‘g@/ﬁpnm (pmm _pnn) +g¢t/€2 (pnkpkm _pkmpnk:)

Conditions initiales 1 pn,(0) = O(1),  prm(0) = 0.
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Présentation du modele de Bloch ceoo00

Populations et cohérences

@ B. Bidégaray-Fesquet, F. Castella, P. Degond. From Bloch model to the rate equations.
Discrete & Continuous Dynamical Systems, 2004

%
Ot prn = g(bt/ez Z (pnkpkn 7pknpnk)
k#n

Qm i i
atpnm = ?an‘F g¢t/s2pnm (pmm _pnn) + gqj)t/sQ (pnkpkm _pkmpnk:)
Conditions initiales 1 pn,(0) = O(1),  prm(0) = 0.
Forme intégrale sur les cohérences

, t
7 t=s
Prm(t) = gpnm/o e ? Qnm¢3/62 (pmm(s) - pnn(s))ds

.t

7 t—s

+ g/ e Mg sea (Prprm (8) — Prmpnk(s))ds
0
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Populations et cohérences

@ B. Bidégaray-Fesquet, F. Castella, P. Degond. From Bloch model to the rate equations.
Discrete & Continuous Dynamical Systems, 2004

%
Ot prn = g(bt/ez Z (pnkpkn 7pknpnk)
k#n

Qpn ) )
atpnm = ?an + g¢t/s2pnm (pmm _pnn) + gqj)t/sQ (pnkpkm _pkmpnk:)
Conditions initiales 1 pn,(0) = O(1),  prm(0) = 0.

Forme intégrale sur les cohérences

t—s

. t
(3 i=s
pnm(t) = gpnm/o e <* Qnm¢s/€2 (pmm(S) - pnn(5))d5

. et

7 t—s

vl / TG (Dukpim () — Prmpui(s))ds
0
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Présentation du modele de Bloch ceoo00

Populations et cohérences

@ B. Bidégaray-Fesquet, F. Castella, P. Degond. From Bloch model to the rate equations.
Discrete & Continuous Dynamical Systems, 2004

atpnn = é(bt/sz Z (pnkpkn _pknpnk)
k#n

Q ) )
Ot prom = %an + g¢t/52pnm (pmm _pnn) + gd’t/a? (pnkpkm _pkmpnk)

Conditions initiales 1 pp,(0) = O(1),  prm(0) = 0.

Forme intégrale sur les cohérences

=2

t/
Pnm (t) = Z-Epnm / eﬂgnm (bt/szfo' (pmm (t - 520) - pnn(f - 520))(10
0

t/e
+ ie/ e tnm br)e2 o (pnkpkm (t — €%0) — Prmpnr(t — 520))d0
0
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Populations et cohérences

@ B. Bidégaray-Fesquet, F. Castella, P. Degond. From Bloch model to the rate equations.
Discrete & Continuous Dynamical Systems, 2004

atpnn = é(bt/sz Z (pnkpkn _pknpnk)
k#n

Q ) )
Ot prom = %an + g¢t/52pnm (pmm _pnn) + gd’t/a? (pnkpkm _pkmpnk)

Conditions initiales 1 pp,(0) = O(1),  prm(0) = 0.

Forme intégrale sur les cohérences
t/e?
Pnm (t) = Z-‘gpnm / eanm ¢t/€270 (pmm (t - 520) - pnn(t - 520))(10
0

t/e
+ ie / 6097”” ¢t/52—<7 (pnkpkm (t - 520) — PkmPnk (t - 520))(10—
JO
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Présentation du modele de Bloch ceoo00

Populations et cohérences

@ B. Bidégaray-Fesquet, F. Castella, P. Degond. From Bloch model to the rate equations.
Discrete & Continuous Dynamical Systems, 2004

atpnn - g¢t/s2 Z (pnkpkn _pknpnk)
k#n

Q ) )
OtPrm = %an*‘ g@bt/a?pnm (pmm _pnn) + gd)t/a? (pnkpkm _pkmpnk)
Conditions initiales :  p,,,(0) = O(1), prm(0) = 0.
Forme intégrale sur les cohérences
t/e
Prm(t) = 1€Pnm (/ 7 nm ¢t/€270d0’> (pmm (t) — pnn(t))
0

+O(e?)

B. Bidégaray-Fesquet, C. Jourdana, L. Trémant Micro-macro et Bloch CANUM  15/06/2022



Présentation du modele de Bloch ooceoo

Modele asymptotique sur les populations

t/e?
szm(t) = 1€Pnm (/ eUQnm(ét/er"UdU) (pgnm(t) - pgln(t))
0

On étudie le modéle asymptotique sur les populations

Ousk(®) = 3 Wi (5 ) (shalt) = )

2
k#n €
\Ilkn(T) = 2|pkn|2¢7/ ¢770Re (eann) do
0

Par exemple,

(b‘r = COS(LU()T), Qnm = —Tnm + Z""-)nm

U (7) = 2 cos(wyT) / €77 cos(wWnm o) cos (wo(T — 0))do
0
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Présentation du modele de Bloch oocoeo

Comment résoudre ce nouveau probleme?

10
102
——£=0.002
10° ——£=0.0012616
£=0.001
——€=0.0007
10 ——£=0.0005
£=0.00039894
——£=0.0003
At
10°
10" 10° 102 10"
At €
——£=0.002
—+—£=0.0012616 1
1
10 £=0.001 0 A
—+—£=0.0007 -
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——£=0.0003
At 10° o]
102 ——A=03 |+
" —— At=0.1
10 At=0.03
10 ——At=001  p]
—— At=0.003
e e e | ]
10° At=0.001
. —— At=0.0003
10 s —— At=0.0001
10°
10" 10° 102 10" 10 10° 102 10" 10°
At e

Figure: Erreur L°° en fonction de At (a gauche) et de ¢ (a droite) avec Euler explicite sur le
systeme d’origine (en haut) et sur notre systéme micro-macro d’ordre 1 (en bas).
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Présentation du modele de Bloch oocooe

Notions de convergence

Définition — Ordres de convergence

peo(t) 20, p°(t) On dit qu’'une méthode d’ordre ¢ est
A 4 A uniformément précise (UA) si son
| ordre de convergence uniforme n’est
e . pas réduit, i.e. si
215 T'. %o
dle 45 di< sup max |p®(tp) — p7| = O(AL9).
S|g 1 8 05D BB 107 (He) = Pl = O(AH)
i On dit qu’elle préserve I'asymptote
| (AP) si
(") ———— (v}

li £(te) — p5| = O(ALY).
Egg)gorgngggvlp (te) — pzl = O(At)

Ces notions peuvent parfois dépendre des conditions initiales.
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Développement micro-macro 0000

Cadre d’étude

Probléme avec forgage exponentiel,
6tu€(t) = at/eug(t)a UE(O) = Uop.

ol 7 — a, est un opérateur a dynamique exponentielle

~ T wWw—m)T
ar = E Qo,m 6( )
a€cZ”
meN

pour un vecteur de fréquences w = (wy, . ..,w,) NoNn résonant,
wht={a€eZ", a w=0}={0}.

Définition  Projecteur de « moyenne »
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Développement micro-macro 0®000

Comportement de la solution

u®(t) = exp (—t + % sin(2wt/e) + Esin(t/s))

1.0 A
0.9 1
0.8 1
0.7 1

ué(t)

0.6
0.5 1
0.4 1
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Développement micro-macro 0O®00

Ansatz de décomposition

Opuf(t) = agcus(t)

wE(t) = . exp (14%) (@) uo

m 7 — &2 changement de variable, dynamique exponentielle
m A® dynamique moyenne
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Développement micro-macro 0O®00
Ansatz de décomposition

Opuf(t) = agcus(t)
wE(t) = . exp (14%) (@) uo
m 7 — &2 changement de variable, dynamique exponentielle
m A® dynamique moyenne

Equation homologique
8,05 = e(a, DL — 92 A7), AT = (0°) {a )
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Développement micro-macro 0O®00
Ansatz de décomposition

Opuf(t) = agcus(t)
wE(t) = . exp (14%) (@) uo
m 7 — &2 changement de variable, dynamique exponentielle
m A® dynamique moyenne
Equation homologique

805 = e(a, ®F — 2 A7), AT =(2°) (a®?)
Itérations  Point fixe avec le défaut
8,0 = ¢(a, o — @l AlR]) Al — <q>[n]>*1<a<p[n]>7
sl = Lo gl 1 glnl glnl _ o glnl
T c T T T T

Condition de fermeture (®[") = id.
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Développement micro-macro  000®0
Caractére bien posé de la décomposition

OT(I)[thLl] _ 5((1/— (I)Ln,] o (I)Ln,] A4[II])7 A[n,] _ <(I>["’]>_l<a,(I)[”]>,

ol — Lo ol 4 ol Al _ gl

g
Condition de fermeture (") = id.

Proposition (Bidégaray-Fesquet, Jourdana, LT)

Pour tout n € N il existe ¢, 1.q. la décomposition d’ordre n est bien
définie pour ¢ < ¢,, et elle vérifie

2 ~idllo = O(e),  [1AMo = O(1).

En outre le défaut est de taille O(¢™) grace a la relation

n e\"
150 < ol (£ )

n
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Développement micro-macro  0000®

Probléme micro-macro

w () = ol ol (1) + wll (1)

avec vl"l(t) = exp (tAM) (@gl])_luo et wl = O(en+h).
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Développement micro-macro  0000®

Probléme micro-macro

u(0) = B/ () + wl 1)
avec vl"l(t) = exp (tAM) (@gl])_luo et wl = O(en+h).

Ol () = Ayl ¢), ol"(0) = (¢["])_1uo,
dyw(t) = /e wl™(t) — 5£7’l1)["] ), w™(0)=o0.
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Développement micro-macro  0000®

Probléme micro-macro

w () = ol ol (1) + wll (1)
avec v!"l(t) = exp (tAM) (@gl])_luo et wl = O(en+h).

ol () = Al ol (), 0"(0) = (@) up,

dyw(t) = /e wl™(t) — 5£7’l1)["] ), w™(0)=o0.

Proposition — Précision uniforme

Le probléeme micro-macro est bien posé a I'ordre n + 1, au sens
V1<k<n+1, dFvlM gkl = 0(1)
On calcule (vé"]) et (wﬁ”]) avec un schéma d’ordre n standard et alors

sup max |u®(ts) — " vgn] - wé”] < CAt"

to/e
ce(0,e,] OSEEN o/

avec C indépendant de e.
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Application numérique @00

Application d’'un schéma standard

——£=0.002
——At=0.3 103 —+—£=0.0012616 |3
—— At=0.1 £=0.001
At=0.03 —+—£=0.0007
—— At=0.01 4 —+—£=0.0005 i
—+ At=0.003 10 £=0.00039894
10% At=0.001 —+—£=0.0003
—— At=0.0003 At
—— At=0.0001 10° E
10° !
10% 10° 10?2 107 10° 10% 10% 102 10"

Figure: Erreur L°° en fonction de At (a gauche) et de ¢ (a droite) avec Euler explicite sur le
systéme d’origine sur pf.
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Application numérique oc®@0

Comportement asymptotique

Naturellement, on retrouve I'équation de taux
ool = 3~ (W) (0 = ol), ph = ol + O()

k#n
e -1
107 o 10
2
10
-2
10
.3 e —— At=0.3
10
¥ —— =t | - ——At=0.1
—+—£=0.39894 e At=0.03
£=0.12616 10 —— At=0.01
—+—£=0.05 —+— At=0.003
10 e } S At=0.001
£=0.007 1075 bt —+— At=0.0003
——=0.003 —— At=0.0001
10° 2t e
6 T
10
10" 10° 102 107 10 10% 102 107 10°
At €

Figure: Erreur L entre p# exact et v en fonction de At (& gauche) et de ¢ (& droite) avec Euler
explicite sur le systéme d’origine sur pf.
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Application numérique coe

Micro-macro d’ordre 1

——£=0.002
——£=0.0012616 1 i
107 e-0.001 10 A
—+—£=0.0007 S
~+—£=0.0005 102 k]
102 £=0.00039894
—+—£=0.0003
At 102 bt a ]
10° —— At=0.3 e
B —— At=0.1 ]
10 At=0.03
10% ——At=0.01 ]
—+ At=0.003
10°7 o o at0001 [
. —— At=0.0003
10 " —— At=0.0001
10
10 10° 10 10" 10 10° 10?2 10! 10°
At €

Figure: Erreur L sur p# en fonction de At (& gauche) et de ¢ (a droite) avec Euler explicite sur le
systéme micro-macro d’ordre 1.
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Conclusion

Résumé
= Présentation d’'un modéle asymptotique
= Notions de convergence avec prise en compte du paramétre ¢

= Développement micro-macro : Extension de résultats connus
a un cadre plus général
= Résultats numériques : Amélioration de la convergence
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Perspectives
m Traitement du modéle de Bloch (forcé) complet
m Calcul numérique du développement micro-macro
» Etude d’autres problémes de cette classe

CANUM  15/06/2022 19/19

B. Bidégaray-Fesquet, C. Jourdana, L. Trémant Micro-macro et Bloch



Conclusion

Résumé
= Présentation d’'un modéle asymptotique
= Notions de convergence avec prise en compte du paramétre ¢

= Développement micro-macro : Extension de résultats connus
a un cadre plus général
= Résultats numériques : Amélioration de la convergence

Perspectives
m Traitement du modéle de Bloch (forcé) complet
m Calcul numérique du développement micro-macro
» Etude d’autres problémes de cette classe

CANUM  15/06/2022 19/19

B. Bidégaray-Fesquet, C. Jourdana, L. Trémant Micro-macro et Bloch



Appendices 00

APPENDICES

B. Bidégaray-Fesquet, C.



Appendices @0

Inégalité diophantienne et norme

Inégalité diophantienne On pose Cp > 0etv > 01t.q.

Va € Z"\ {0, }, |a~w|2|i—D

| v

Définition — Norme d’algebre sur les séries exponentielles

Si or =34 m Pa,mel®« ™7, on définit

Vi 0, ol =3 (@ +31d?) | Baml-

a,m

Cette norme est algébrique, [l |, < [lollu ([,
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Appendices o@

Schéma intégral pour un modéle de Bloch

Le modéle de Bloch que nous étudions prend la forme

d .
&Pnn(t) = E11)15/(«;2 Z (pnkpkn(t) - pknpnk(t))
€ &

d Q i
apnm(t) = %an(t) + g(bt/g? Z (pnkpkm(t) - pkmpnk(t))

k
avec 0 — ¢g € R périodique de moyenne nulle. Pour capturer le comportement
asymptotique £ — 0, nous exploitons la forme intégrale sur py (t) qu’on injecte dans
I’équation sur pny,.

0 |—e1 0 [——e=1

10— e=025 10| =025
=0.0625 €=0.0625
1] [——e0015625 (20015625

—+—¢=0.0039062
€=0.00097656
—+—¢=0.00024414
2L |—*—e=6.1035€-05
—+—¢=1.5259-05
€=3.8147e-06
ot

——€=0.0039062

€=0.00097656
102 |——¢=0.00024414
—*—¢=6.1035€-05
——e=1.5259e-05
10° €=3.8147€-06 |
it

10*
10
-
. 1
10° 0
" s
10 10
10° 10 10° 10? 10t 10° 10° 10" 10° 10?2 10t 10°
at at

Figure: Erreur sur le modéle de Bloch en fonction de &t pour différentes valeurs de e, avec les
populations p.,, (gauche) et les cohérences renormalisées %pnm (droite).
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