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Introduction

Probleme continu

L'opérateur de diffusion apparait dans de nombreux probléemes (conduction
thermique, diffusion radiative, équations de Navier-Stokes...).

Cas de I'équation de la chaleur stationnaire

{—VWVU—&—aU: sur

f
og=g sur 0Q
avec i € CK(Q), f € L2(Q), g € H2(8Q), o € RT\{0}, k € L®(Q), r(x) > kg > 0, Vx.
Propriétés de ce probleme :

m || existe une unique solution et elle satisfait le principe du maximum (i.e

min(£ min(f), min(g)) < @ < max(£ max(f), max(g))).

m Conservativité : Yw C Q,/ f= f/ (kV@) - n.
w dw

Propriétés souhaitées pour ce schéma :
m Conservativité,

m Préserver le principe du maximum (ou au moins la positivité/monotonie
(f,g >0=12>0)).
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Introduction

Objectif
Discrétiser I'opérateur de diffusion de maniére robuste et précise sur maillage
déformé.

m Conservativité

m Positivité (et si possible le principe du maximum local)

m Ordre trés élevé (au moins 3)

Quelques repéres bibliographiques
m Xavier Blanc, Emmanuel Labourasse, Journal of Applied Mathematics and Mechanics,
2016 : Positivité (ordre 2).

m Bruno Després, ESAIM: Mathematical Modelling and Numerical Analysis, EDP
Sciences, 2014 : Ordre élevé, principe du maximum (maillage cartésien).

m Jean-Sylvain Camier, Frangois Hermeline, International journal for numerical methods
in engineering, 2016 : Positivité (ordre 2).

m Jéroéme Droniou, Chritophe Le Potier, SIAM Journal on Numerical Analysis, Society
for Industrial and Applied Mathematics, 2011 : Principe du maximum (ordre 2).
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Notations
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Maillage primal

» r et s: des sommets,

» ( : une aréte du maillage primal,
de mesure |{|,

> ietj: des mailles,

» g : un point de quadrature des
Gauss sur |'aréte ¢,

» X, : la position du sommet r,
» Xx; : la position du centre de
gravité de la maille j,

» X, : la position du centre de
|'aréte /,

» V; : le volume de la maille j.

Figure: Maillage primal » nj; : la normale unitaire a
I'aréte ¢, sortante pour la maille /.
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Maillage dual

Méthode DDFV (Discrete Duality Finite Volume)*

r et s : des mailles

v

ij et ¢ : des sommets,
» 0 : une aréte du maillage dual,
~--

» Z : un point de quadrature des
Gauss sur |'aréte /£,

» X, : la position du sommet r,
» x; : la position du centre de

gravité de la maille duale r,

n,; : la normale unitaire a
I'aréte ¢, sortante pour la maille r.

Figure: Maillage dual aux sommets

1JeanfSylvain Camier, Frangois Hermeline, International journal for numerical methods in engineering, 2016, A

monotone nonlinear finite volume method for approximating diffusion operators on general meshes
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Probléeme



Probleme

Considérons le probléme suivant
—V - -kVi+ai=f dans €,
oag=g surl,
avec i € CK(Q), f € L2(Q), g € H/2(8Q), o € RT\{0}, & € L®(RQ), k(x) > Ko > 0, Vx.

La premiére étape de construction d'un schéma aux volumes finis est d'intégrer sur
une maille /. Nous avons donc

fZ/nVu nJroz/u—/f

Ledi

Flux a approcher

72|I|ng/ig(VU)g-n;eJra/Ez/f,

tedi  get
avec wg les poids de la quadrature de Gauss.

c'est-a-dire

Nous devons donc déterminer les flux

= Z werig (V),

get
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Caractéristiques du schéma

Schéma idéal

m Convergent a un ordre élevé
m Linéaire
m Conservatif

m Principe du maximum

= Trop de contraintes, donc nous devons négocier et nous sacrifions la linéarité

Caractéristiques principales du schéma

m Nos choix :

m Schéma aux volumes finis,

m Basé sur des développements de Taylor,

m Utiliser une reconstruction polynomiale pour évaluer les dérivées.
m Pour avoir le principe du maximum ou la positivité :

m Schéma non linéaire,
m Utiliser un limiteur si les conditions souhaitées ne sont localement pas respectées.
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Notre méthode
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@ Calcul des flux

Développements de Taylor intégrés a l'ordre k au voisinage de x,

g = (xg) + (xj — xg) - Vii(xg)

k P -
1 P oPa m (p—m) k+1
DD (p m) gyt 00 [0y 0 (1)

p=2
o = (xg) + (xi — x¢) - Vii(xg)
1 P (9p p—m k+1
+Z\/1P'mzo<p m>8xm6y(P’" g)/xfxg My — y) dx+(9(h )

En faisant la différence entre les deux expressions et en isolant Vii(xg)

(g —x) - Vilxg) = & — i - ZP,Z<p m) Syt %)

(% /j(X—Xg)m(y—yg)(”‘”’)d —%/(X—Xg) (v — yg) "~ "’dx) +o (1),

Tij
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Calcul des flux

En répétant ce processus sur les mailles duales r et s associées aux sommets de
|'aréte, on obtient

(v [t =570 =3 e [ w0t = v e ) 0 (7).

Trs
Nous avons alors le systeme
Via(xg) - (xj — xi) = & — @i + Fyj,
{Vﬁ(xg) - (xs — X¢) = Us — Oy + Fs.
Nous pouvons décomposer la normale nj, dans la base ((x; — xi), (xs — x7))
nie = aie(X; — X;i) + Bie(xs — x7),

avec ajp > 0.
Ainsi, nous avons

(Vﬁ)g nig = oo (b0 — Ti + Fy) + Bie (Us — dr + Fs) .
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Calcul des flux

Reconstruction polynomiale

Nous avons besoin de connaftre |'évaluation des dérivées de i en x,. Nous avons
décidé d’utiliser les mailles voisines de |'aréte ¢ sur laquelle se trouve le point de
Gauss afin d’effectuer une reconstruction polynomiale de la solution.

(k+1)(k+2)
2

Pour un polynéme de degré k, nous avons coefficients a calculer, nous

. k+1)(k+2 . . R
avons besoin de % mailles voisines de /. Notre polynéme sera de la forme
ko k—i
o
=22 awxy
i=0 j=0

Pour cela, nous calculons les coefficients du polyndme P(x) tels que

1
W/H”:” “\¥///r\\
Nous avons donc o *

('9fL7(Xg) ~ P(Z)(Xg)
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@ Calcul des flux

primal
Soit u = ( dual > notre solution discréete. Nos flux numériques sont définis par
u

Fe(u) = 161> werg (e (uj — ui + r(w)) + Bie (us — ur + ris(u)))

gel

Autrement dit
Fe(u) = ye(uy — ui) + re(u),

avec
re(u) = 0] werg (aierj(u) + Bie(us — ur + ris(u)))

gel

vo= | ciell]d wgrg | > 0.
gel
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Calcul des flux

Une astuce de Y. Gao et al.? pour imposer la positivité discrete

Fo(u) = ve(uj — ui) + re(u).
Tout d’abord, posons

re(u)t = M >0 e rn(u) = M > 0.

Donc, quelque soit le signe de r¢(u), nous aurons toujours
re(u) = re(u)” — re(u)”

Nous pouvons alors réécrire nos flux comme suit

Fe(u) = ('Yl + %) uj — <W + @) uj.

Nos coefficients sont positifs (M-Matrice) mais dépendent de u (perte de linéarité).

2Yanni Gao, Guangwei Yuan, Shuai Wang, Xudeng Hang, A finite volume element scheme with a monotonicity
correction for anisotropic diffusion problems on general quadrilateral meshes, Journal of Computational Physics, 2020.

C issariat a I'énergie i et aux énergies alternatives 16 Juin 2022 16/30




Définition (M-matrice)

La matrice A = (aj;) est une M-matrice si elle satisfait les inégalités suivantes

Vi#j,aj <0,
et
(1) Vi, Y a; > 0.
j=1

De plus, si (1) est stricte pour tout i € [1,n], on dit que A est une M-matrice
stricte.
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Propriétés du schéma (non symétrique)

m Positivité

Conservativité

m Consistance des flux a I'ordre k (en cours)

N

Convergence du schéma a 'ordre k — 1 sous hypothése de stabilité

Convergence du schéma a 'ordre k sous hypothése de coercivité



Calcul des flux

Symétrisation
Afin de rendre ce schéma symétrique, introduisons s¢(u)

re(u)t J.rs[(u)) . (W . re(u)” + se(u)> "

]:e(u) - (W - uj uj

Pour que ce schéma soit symétrique, il faut que

uire(u)t — ujre(u)”
uj — uj

se(u) =

Afin de conserver la positivité, nous devons imposer

~Ye(uj — ui) + re(u)
uj — uj

> 0.

Si cette condition n’est pas vérifiée pour certaines mailles, on limite localement a un
schéma d’ordre 2 classique.

iat a I'énergie i et aux énergies alternatives 16 Juin 2022 19/30




Propriétés

Propriétés du schéma symétrique
m Conservativité

m Symétrie

| |

Consistance des flux a I'ordre k (en cours)

Convergence du schéma a 'ordre k — 1 sous hypothése de stabilité

Convergence du schéma a |'ordre k sous hypothése de coercivité

m Principe du maximum (M-Matrice) (donc positivité)
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Résultats numériques



Considérons le probleme stationnaire suivant :
Trouver i telle que

-V - (kVia)=f sur Q=]0,1[x]0,1], -
o=g sur 0.

Considérons la solution analytique suivante

i(x) = sin(mx) sin(my),
avec
K(x) = 1.
Nous avons alors
f(x) = 27 sin(7x) sin(my) > 0 sur Q,
g =0 >0 sur 09.

22/30



Convergence L2

r T T B
[ O Résultats avec k = 2 sur maillage primal
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Considérons le probleme stationnaire suivant :
Trouver i telle que

-V - (kVia)=f surQ=]0,1[x]0,1], o
=g sur 0.

scooooo00
SERGRGRSEE-

Considérons la solution analytique suivante

i(x) = sin(mx) sin(my),
K(x) = exp(x) exp(y).
Nous avons alors
g =02>0sur 09,
f(x) = mexp(x) exp(y) [27 sin(7x) sin(7y)
— cos(mx) sin(my) — cos(my) sin(mx)] .
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Convergence L2 sur le maillage primal

T T |
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Considérons le probleme stationnaire suivant :
Trouver i telle que

-V - (kVa)=1f surQ=]0,1[x]0, 1], w
o=g surofQ.

Considérons « discontinu

1six<0.5,
K(x) = .
2si x > 0.5.

avec la solution analytique suivante

2x+y+3  six< -,

ia(x) =
x+y+35 six>_—,

NI = N =

Nous avons alors 13
— Exact (erreur a 10 7).

f(x)=02>0sur Qetg>0surdQ.
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Considérons le probleme stationnaire suivant :
Trouver i telle que

—V - (kVi)=f sur Q=]0,1[x]0,1], w—
o=g surofQ.

Considérons « discontinu

1six<0.5,
H(X):{ si x <

2si x > 0.5.

avec la solution analytique suivante

IN
Nl = N =

cos(mx) cos(my) — 10x* + 12 si x
a(x) =

% cos(mx) cos(my) — 5x* + % si x >
Nous avons alors

f(x) = 2n” cos(mx) cos(my)+20 > 0 sur Q et g > 0 sur Q.
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Convergence L2

T T T 1
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Conclusion et perspectives



Conclusion :

m Schéma d’ordre tres élevé,
m Conservatif,
m Positivité (et principe du maximum si symétrisation),

m Schéma codé a |'ordre 2.

Perspectives :

m Coder le 2D d'ordre trés élevé,

m Discrétisation en temps.
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