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Contexte industriel

CIFRE entre EDF Lab et Université
de Bourgogne.

Problèmes de contact en dynamique :

Élements finis en espace ;
Différences finies en temps ;
Oscillations parasites ;
Perte d’énergie numérique.
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Problème de Signorini unilatéral sans frottement

Domaine lipschitzien Ω ⊂ Rd, (d ∈ {1, 2, 3}).
Γ := ∂Ω = ΓN ∪ ΓD ∪ ΓC le bord de Ω.

Trouver u : Ω× [0, T ] → Rd, tel que ces
équations soient satisfaites :

.

Ω

fondation �

Γ
N

Γ
C

Γ
D

n

Γ
N

.

ρü− div(σ(u))− f = 0, dans Ω, (i)
σ(u) = Aϵ(u), dans Ω, (ii)

u = 0, sur ΓD, (iii)
σ(u) · n = fN , sur ΓN , (iv)

un ≤ 0, σn(u) ≤ 0, unσn(u) = 0, sur ΓC , (v)
u(·, 0) = u0, u̇(·, 0) = u̇0, dans Ω. (vi)
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Le problème de l’élasticité linéaire

Le problème faible (sans contact) :

Trouver uh ∈ V h, t.q.
a(uh,vh) = l(vh), ∀vh ∈ V h,

en vérifiant les conditions aux limites, où a(uh,vh) :=

∫
Ω
σ(uh) : ϵ(vh) dΩ

et l(vh) :=

∫
Ω
f · vh dΩ+

∫
ΓN

fN · vh dΓ.

Problème d’optimisation :

Trouver uh ∈ V h, minimisant
J(uh) = 1

2a(u
h,uh)− l(uh).
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Méthode de pénalisation pour le contact statique

En ajoutant une fonction de pénalité :

Trouver uh
ϵ ∈ V h,minimisant

Jϵ(u
h, ϵ) = J(uh) + fϵ(u

h).

Traditionnellement :

fϵ(u
h) =

ϵ

2

∣∣∣∣∣∣∣∣[uhn]R+
∣∣∣∣∣∣∣∣2
ΓC

.

Par dérivée fonctionnelle :

a(uh
ϵ ,v

h) + ϵ

∫
ΓC

[
uhϵ,n

]
R+

· vhndΓ = l(vh).

[Kikuchi and Oden, 1988, Oden, 1981, Oden and Kikuchi, 1982,
Chouly and Hild, 2013b]

H. HUANG (EDF Lab, IMB) CANUM 2022 Juin 2022 8 / 28



Méthode de Nitsche pour contact statique

Trouver uh ∈ V h t.q.

aθ,γN (u
h,vh) +

∫
ΓC

1

γN
[Pn

1,γN
(uh)]R−Pn

θ,γN
(vh) dΓ = l(vh), ∀vh ∈ V h,

où :
aθ,γN (u

h,vh) = a(uh,vh)−
∫
ΓC

θ

γN
σn(u

h)σn(v
h)dΓ,

Pn
θ,γN

(vh) = θσn(v
h)− γNvhn,

γN |T∩ΓC
= γ0

hT
,

θ ∈ {−1, 0, 1}.

[Nitsche, 1971, Stenberg, 1995, Chouly and Hild, 2013a, Chouly et al., 2015b].
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Problème de contact en dynamique

Problème d’EF en dynamique (d’éléments P1/P2) :

Pénalisation

Trouver uh : [0, T ] → V h, t.q. :∫
Ω
ρüh · vhdΩ+ a(uh,vh) + ϵ

∫
ΓC

[
uhn

]
R+

· vhndΓ = l(vh), ∀vh ∈ V h

ou

Nitsche

Trouver uh : [0, T ] → V h, t.q. :∫
Ω
ρüh · vhdΩ+ aθ,γN (u

h,vh) +

∫
ΓC

1

γN
[Pn

1,γN
(uh)]R−Pn

θ,γN
(vh) dΓ

= l(vh), ∀vh ∈ V h
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Méthode de redistribution de masse
Problème lié à la méthode numérique pour le contact : oscillations
parasites.

Idée : « éliminer la masse » pour des nœuds en contact :
mMod

ij = 0, ∀i ∈ IC ou ∀j ∈ IC .
Des quantités à conserver pour un choix de modification : masse totale,
centre de gravité et moments d’inerties.

Minimiser
(
MMod −M

)
sous contraintes :

XT
(
MMod −M

)
X = 0,

XT
(
MMod −M

)
Yk = 0(1 ≤ k ≤ d),

Y T
k

(
MMod −M

)
Yl = 0(1 ≤ k, l ≤ d),

où : X = 1√
d
(1, · · · , 1)T ,

1√
d

∑
yiei · ej = xk.

[Khenous et al., 2008, Dabaghi et al., 2013]

Redistribution de la masse sur [0, 1]
avec 10 ou 100 éléments P1 :
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Résumé numérique

Les simulations sont réalisées via GetFEM, en utilisant les éléments de
Lagrange P1(pour les tests 1D)/P2(pour les tests 2D).
Linéarisation par méthode de Newton semi-lisse.

Barre compressée Rebond d’une bille
Encastrée en haut, libre en bas
avec obstacle rigide à x = 0 ;

Sans gravité ;

Initialement compressée à
mi-hauteur.

[Dabaghi et al., 2013]

Rebond d’une bille 2D (élastique) sur
obstacle (rigide) :

Diamètre de la bille : 20 ;

Hauteur initiale : 2 ;

Maillage triangulaire d’ordre 2.
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Schéma HHT-alpha

uh,n+1 = uh,n +∆tvh,n + ∆t2

2

((
1− 2β̃

)
ah,n + 2β̃ah,n+1

)
vh,n+1 = vh,n +∆t

(
(1− γ̃)ah,n + γ̃ah,n+1

)
Mah,n+1 + (1− α̃)B(uh,n+1) + α̃B(uh,n) = (1− α̃)Lh,n+1 + α̃Lh,n,

où α̃ ∈
[
0, 13

]
, β̃ = 1

4 (1 + α̃)2 , γ̃ = 1
2 + α̃.

Inconditionnellement stable pour un système linéaire ;
Précision d’ordre 2 si α̃ = 0 ;
Amortissement des hautes fréquences pour α̃ non-nul ;
Schéma Newmark si α̃ = 0 (β̃ et γ̃ peuvent encore varier) ;
Schéma Crank-Nicolson (trapèze implicite) si α̃ = 0, β̃ = 1

4 , γ̃ = 1
2 .

[Hilber et al., 1977]
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Schéma Crank-Nicolson et HHT - Barre compressée

Comparaison entre méthode de pénalisation et de Nitsche
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La méthode de Nitsche (rouge et orange) respecte mieux la condition de
non-pénétration que la pénalisation (verte et bleu).
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Schéma Crank-Nicolson et HHT - Barre compressée

Méthode de Nitsche avec de la méthode de redistribution de masse
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Schéma point mieux implicite

uh,n+1 = uh,n +∆tvh,n + ∆t2

4

(
ah,n + ah,n+1

)
vh,n+1 = vh,n + ∆t

2

(
ah,n + ah,n+1

)
M

(
1
2a

h,n + 1
2a

h,n+1
)
+B

(
1
2u

n + 1
2u

h,n+1
)
= 1

2L
n + 1

2L
n+1,

Inconditionnellement stable pour un système linéaire ;
Précision d’ordre 2 ;
Conservation d’énergie dans le domaine linéaire.
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Schéma point mieux implicite - Barre compressée

Schéma point mieux implicite - pénalisation et Nitsche
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Schéma point mieux implicite - Barre compressée

Schéma point mieux implicite - avec méthode de redistribution de masse
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Schéma TRBDF2

Schéma TRBDF2 :
(TRapèze - Backward Differentialtion Formula d’ordre 2)

ṽh,n+γ̃ = vh,n + γ̃∆t
2

(
ah,n + ãh,n+γ̃

)
, (i)

ũh,n+γ̃ = uh,n + γ̃∆tvh,n + γ̃2∆t2

4

(
ah,n + ãh,n+γ̃

)
, (ii)

Mãh,n+γ̃ +Bũh,n+γ̃ = Ln+γ̃ , (iii)
vh,n+1 = 1

γ̃(2−γ̃) ṽ
h,n+γ̃ − (1−γ̃)2

γ̃(2−γ̃)v
h,n + 1−γ̃

2−γ̃∆tãh,n+γ̃ , (iv)

uh,n+1 = 1
γ̃(2−γ̃) ũ

h,n+γ̃ − (1−γ̃)2

γ̃(2−γ̃)u
h,n + 1−γ̃

2−γ̃∆tṽh,n+γ̃ , (v)
Mah,n+1 +Buh,n+1 = Ln+1. (vi)

Schéma prédicteur-correcteur implicite ;
Paramètre γ̃ prend souvent la valeur 2−

√
2.

[Bank et al., 1985, Bathe, 2007]
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Schéma TRBDF2 - Barre compressée

Schéma TRBDF2 avec des différentes combinaisons des méthodes
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Schéma hybride

Une « discrétisation hybride » pour le traitement de contact (par méthode
de Nitsche ou pénalisation).

uh,n+1 = uh,n +∆tvh,n + ∆t2

4 ãh,n+
1
2 ,

vh,n+1 = vh,n + ∆t
2 ãh,n+

1
2 ,

< ρãh,n+
1
2 ,vh >Ω +aθ,γN (u

h,n+ 1
2 ,vh)+∫

ΓC

ΦC(u
h,n,uh,n+1)Pn

θ,γN
(vh)dΓ+∫

ΓC

ΦM (uh,n,uh,n+1)Pn
θ,γN

(vh)dΓ =
1

2
Ln +

1

2
Ln+1,

où : ΦC(u
h,n,uh,n+1) := 1

γn
H(−Pn

1,γN
(uh,n))[Pn

1,γN
(uh,n+ 1

2 )]R− ,
ΦM (uh,n,uh,n+1) := 1

γn
H(Pn

1,γN
(uh,n)) 12 ([P

n
1,γN

(uh,n)]R−+[Pn
1,γN

(uh,n+1)]R−),

et uh,n+ 1
2 = 1

2 (u
h,n + uh,n+1).

r.q. : vh est la fonction de test, alors vh,n,vh,n+1 sont respectivement les champs de
vitesse à l’instant tn et tn+1. [Chouly et al., 2015a]
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Schéma hybride - Barre compressée
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Résultats pour le rebond de bille

Rebond d’une bille souple

Rebond d’une bille dure
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Conclusion

HHT-α :
dissipation d’énergie pour hautes
fréquences ;
perturbation supplémentaire pour
discontinuité en vitesse.

TRBDF2 :
compromis entre dissipation d’énergie
et oscillations parasites ;
comportement intéressant sur la
pression de contact avec la méthode
de redistribution de masse.

Nitsche hybride :
très robuste même pour ∆t
relativement grand ;
faible dissipation d’énergie ;
plus d’itérations de Newton.
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Merci !

Merci pour votre écoute !
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Petit résumé pour mes schémas basés sur HHT-alpha

Schéma HHT-α pour un problème linéaire :(
M

β̃∆t2
+ (1− α̃)K

)
un+1 = Ln+1−α̃ −Mã− α̃Kun,

où ã = − un

β̃∆t2
− vn

β̃∆t
− 1−2β̃

2β̃
an.

3 moyens différents à imposer les conditions de Signorini :
Nitsche implicite (et pénalité standard implicite) :(

M
β̃∆t2

+ (1− α̃)(K+A)
)
un+1 = Ln+1−α̃ −Mã− α̃(K+A)un

IMEX-HHT :(
M

β̃∆t2
+ (1− α̃)K

)
un+1 = Ln+1−α̃ −Mã− α̃Kun −Aun

Pénalité inverse implicite :(
M

β̃∆t2
+ (1− α̃)K+A

)
un+1 = Ln+1−α̃ −Mã− α̃Kun
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