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Contexte et Objetifs

Contexte

Bulles de hampagne Mélange eau-huile

Objetifs

� Obtenir les états ritiques.

� Modéliser les éoulements étirés.
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Définition d'une thermodynamique

La onnaissane de e, p et s fontions C 2

de ζ = (T , ν, y) sur Oζ

véri�ant (T

1

)-(T

4

) est une thermodynamique où y = (y
1

, . . . , yn)
t

et n le nombre d'espèes.

(T

1

) e et s 1-homogène et p 0-homogène pour (ν, y).

(T

2

) Relation de Gibbs où gk
def

= ∂yk e − T∂yk s,

de = Tds − pdν +
n∑

k=1

gkdyk

(T

3

) ∂T e(ζ) > 0 et roissane en température de Oζ .

(T

4

) Croissane en ν de Oζ

lim
ν→∞

(e − egp) = 0, lim
ν→∞

(s − sgp) = 0 et lim
ν→∞

ν (p − pgp) = 0.

Les fontions egp, sgp et pgp sont onnues.

. Giovangigli, V. and Matuszewski, L., Physia D, 2012.
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Loi d'état SRK (Soave-Redlih-Kwong)

p(ζ) =

n∑

i=1

(
yi

Mi

)
RT

ν − b(y)
−

a(T , y)

ν(ν + b(y))
,

a(T , y) =

n∑

i=1

n∑

j=1

yiyjαi (T )αj(T ), b(y) =

n∑

i=1

yibi ,

et les αi et bi sont onstruits à partir des états ritiques et des

fateurs aentriques des espèes.

Fontion de gibbs massique

g
def

= e − Ts + pν,

gSRK =
n∑

i=1

yig
gp

i +
yiRT

Mi

ln

(
yiRT

Mi(ν − b)pst

)

+
yiRTb

Mi(ν − b)
−

a

b
ln

(
1+

b

ν

)
−

a

ν + b
.
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Motivation (I)

-30

-20

-10

 0

 10

 20

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

P
re

s
s
io

n
 (

M
P
a
)

Fraction massique de l'éthane

Etats instables
Frontière det(�) = 0

Frontière instabilité mécanique

Domaine d'instabilité à T = 200 K pour les mélanges d'éthane et d'azote.

Si p > prit, le système est forément stable.
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Motivation (II)

Classi�ation des états ritiques des mélanges binaires

1

1. Van Konynenburg, PH and Sott, RL, Philosophial Transations of the Royal Soiety of London.

Series A, Mathematial and Physial Sienes, 1980.

Prausnitz, John M and Lihtenthaler, Rudiger N and De Azevedo, Edmundo Gomes, Moleular

thermodynamis of �uid-phase equilibria, 1998, (third edition), p.679.
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Les états ritiques : définition

Fontions de Gibbs volumique

G
def

= ρg = ρ (e − Ts + pν) .

Définition

On onsidère un mélange binaire. Soit G la fontion de Gibbs volu-

mique et x la fration molaire d'une espèe du mélange. Les états

ritiques véri�ent le système suivant




∂2xG

∣∣∣
p,T

(prit,T rit, xrit) = 0,

∂3xG
∣∣∣
p,T

(prit,T rit, xrit) = 0.

Il existe une aratérisation pour les mélanges n-aire

1

.

1. Peng, Ding-yu and Robinson, Donald B, AIChE Journal, 1977.
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Dérivation analytique du système

Variables thermodynamiques

ζ = (T , ν, y
1

, y
2

) ,

π = (T , p, x
1

, x
2

) .

On sait aluler ∂ζG et non ∂πG.
Ériture du système

1- Calul de ∂ζG, ∂
2

ζG, ∂
3

ζG,

2- Calul de ∂πG = ∂ζG∂πζ

Diffiulté

La dérivation analytique du système est omplexe
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Calul formel : Sympy
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La ontinuation

Problème

Résoudre un système d'équations non linéaires de la forme

G (v) = G (u, λ) = 0,

ave v = (u, λ) ∈ R
n+1

, u ∈ R
n
et λ un réel.

Idée de la ontinuation

Paramétriser la solution (u(s), λ(s)) par l'absisse urviligne s.





G (u(s), λ(s)) = 0 (Équation originelle),

N (u(s), λ(s), s) = 0 (Équation s = longueur de l'ar ourbe),

(u(0), λ(0)) = (u
0

, λ
0

) .

. Keller, Herbert B, Appliation of bifuration theory, (1977)

10/26



Continuation : états ritiques

Les inonnues

u = (T , y
1

, y
2

), λ = ν

Systèmes d'équations





y
1

+ y
2

= 1,

∂2x
1

G|p,T = 0,

∂3x
1

G|p,T = 0,

p = pSRK(T , ν, y
1

, y
2

).

Sympy

Calul de ∂2x
1

G|p,T , ∂3x
1

G|T ,p .
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États ritiques des mélanges éthane azote
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1. Wisotzki, KD and Shneider, GM, Berihte der Bunsengesellshaft für physikalishe Chemie (1985)

2. Stryjek, Roman, Fluid phase equilibria (1993)

3. Ellington, R.T., Eakin, EKE., Parent, J.D., Gami, D.C. and Bloomer, O.T, Thermodynami and

Transport Properties of Gases Liquid and Solids ASME (1959)
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Points ritiques des mélanges éthane azote en

3D (I)
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Points ritiques des mélanges éthane azote en

3D (II)
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Les éoulements étirés

Renontre de deux �uides en l'origine.

Illustration des éoulements étirés

1

1. Gaillard, Pierre, Interfaes di�uses et �ammes transritiques LOX/H2, thèse.
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Les équations Bas Mah d'un fluide (I)





∂tρ+∇ · (ρv ) = 0,

∂tρi +∇ · (ρiv) = −∇ · F i ,

∂t(ρv ) +∇ · (ρv ⊗ v) = −∇p̃ −∇ · Pvis,

∂t(ρe) +∇ · (ρ(e + p
ρ )v ) = −∇ · (Q) .

p = pu + p̃,
p̃

p
∼ Ma

2

Inonnues du système

ρ : masse volumique,

ρi : masse volumique de la ième espèe,

v : vitesse,

e : énergie interne massique.
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Les équations Bas Mah d'un fluide (II)





P = pI −η

(
∇v + (∇v )t −

2

3

∇ · vI

)
− η′∇ · vI

︸ ︷︷ ︸
=P

vis

,

F i = −
∑

j∈De

ρyiDijd j ,

Q =
∑

i∈De

hiF i − λ∇T .

Tenseur de pression

η, η′ : visosité de isaillement et visosité volumique,

Flux de diffusion de la ième espèe

d j : fore d'orientation de di�usion,

Dij : oe�ients de la matrie de di�usion,

Flux de haleur

hi = ∂yih|T ,p,

λ : ondutivité thermique.
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Struture de la solution

On herhe une solution en 2-D de la forme suivante





ρ = ρ(t, y),

T = T (t, y),

yk = yk(t, y),

v = v(t, y),

u = αxũ(t, y).

x

y

u

v

On réinjete ette solution dans le système Bas Mah.
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Système Final

Le système stationnaire





ραũ + dy (ρv) = 0,

ρvdy ũ = dy (ηdy ũ) + α
(
ρd − ρũ 2

)
,

ρvdyyk = −dy (ρykVk) , k ∈ [[1, n]],

ρvcpdyT = dy (λdyT )− (
∑n

k=1

ρykVkcpk)dyT .

Les onditions aux limites

On �xe T g

, T d

, y
g

k , y
d

k , α et pu. On a sur les vitesses v(t, 0) = 0,

ũd = 1 et

ũ g =

√
ρd

ρg
.
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Disrétisation du système

Disrétisation du système

� Disrétisation par di�érenes �nies.

� Stenil à trois points.

Système stationnaire disrétisé

F (X ) = 0

ave X
def

= (Xi )i∈I et Xi = (ρi , ρiv i ,Ti ).

Une méthode de Newton modifiée

J(X k)
(
X k+1 − X k

)
= −λkF (X

k),

où

� λk est un paramètre d'amortissement ,

� J est alulé de manière approhée.
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Résolution du système disrétisé (I)

X 0

•
X nps

•
X sol

•

Algorithme

1- Résolution pseudo-instationnaire ave la méthode de Newton,

D
X n+1 − X n

τ
= F (X n+1).

On a X 0, . . . ,X nps
.

2- Résolution du système stationnaire disrétisé,

F (X ) = 0.

On a X nps , . . . ,X sol
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Résolution du système disrétisé (II)

yi
•

yi+1

•

Suite Algorithme

3- Adaptation du maillage

{∫ yi+1
yi

|∂yXl | dy ≤ ε
1

,
∫ yi+1
yi

∣∣∂2yXl

∣∣
dy ≤ ε

2

.

Rajout d'un point milieu entre yi et yi+1

.

yi
•

yi+1/2
•

yi+1

•
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Mélange Éthane Azote (I)

T g = T d = 300 K, y
g

C
2

H
6

= 1, y
g

N
2

= 0, ydC
2

H
6

= 0, ydazote = 1 ,

α = 10

2

et pu = 100 Atm.

 0.1

 0.1�

 0.2

 0.2�

 0.3

 0.3�

 0.4

-0.1 -0.��  0  0.��  0.1

ρ
 (

g
.c

m

-�

)

abcisse (cm)

H�

B�

Comparaison masse volumique ρ haute et basse pression

23/26



Mélange Éthane Azote (II)

T g = T d = 300 K, y
g

C
2

H
6

= 1, y
g

N
2

= 0, ydC
2

H
6

= 0, ydazote = 1 ,

α = 10

2

et pu = 100 Atm.

 �0

 260

 �0

 280

 290

 300

-0.1 -0���  0  0.��  0.1

T

(K
)

abcisse (cm)

	


�


Comparaison température T haute et basse pression

24/26



Conlusion et Perspetives

Conlusion

I- Simuler les états ritiques des mélanges binaires.

II- Simuler les éoulements étirés en basse et haute pression.

Perspetives

I- Simulation des éoulements de �uides ave des interfaes dif-

fuses.

II- Obtenir une disrétisation du système de Navier-Stokes-

Korteweg (NSK).

III- Disrétisation du système NSK par le solveur SitCom du Co-

ria.
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Meri de votre attention !
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Pression de vapeur saturante de l'éthane
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Pression de vapeur saturante de l'éthane
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Détail sur la disrétisation (I)

Disrétisation des termes d'ordre 2

dyη (dy ũ) →
1

xi+1/2 − xi−1/2

(
ηi+1/2dy ũ(i + 1/2)− ηi−1/2dy ũ(i − 1/2)

)
,





ηi+1/2 =
ηi+1

+ ηi
2

,

dy ũ(i + 1/2) =
(ũi+1

− ũi )

xi+1

− xi
.
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Méthode de Newton

Une méthode de Newton modifiée

J(X k)
(
X k+1 − X k

)
= −λkF (X

k),

où λk est un paramètre d'amortissement

1

.

Calul du Jaobien

Le jaobien de F est approximé par

J(X )δZ = F (X + δZ )− F (X ).

Struture du shéma

� Stenil à trois points.

� Ordre de onvergene reste super-linéaire mais inférieur à 2

(Condition de Dennis-Morré).

1. Deu�hard, Peter, Numerishe Mathematik, (1974).
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Mélange Éthane Azote (III)
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Mélange Éthane Azote (IV)
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Fore d'orientation de diffusion

d j = xj∇(µj)|T ,

ave

µj
def

=
Mjgj

RT
,

dµj =
Mjνj
RT

dp +
∑

i

∂xiµjdxi −
Mjhj

RT 2

dT .
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