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T-coercitivité pour le problème de Stokes
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Le problème de Stokes caractérise l’état stationnaire d’un écoulement newtonien incompressible. Soit
Ω ⊂ Rd, d ∈ {2, 3} un domaine borné et connexe. On note u la vitesse du fluide et p sa pression. Dans
le cas de conditions aux limites de flux nul, le problème de Stokes s’écrit ainsi :

Trouver (u, p) ∈ (H1
0 (Ω))d × L2

zmv(Ω) tel que − ν∆u + ∇p = u, ∇ · u = 0. (1)

La première équation de (1) correspond à l’équation de conservation de la quantité de mouvement
et la seconde, à l’équation de conservation de la masse. Le paramètre ν > 0 représente la viscosité
cinématique du fluide et le champ vectoriel f représente la densité de forces extérieures. Nous proposons
d’analyser la discrétisation du problème de Stokes (1) avec des éléments finis non conformes à la
lumière de la T-coercitivité (cf. [1] pour les problèmes de type Helmholtz, voir [7], [2] et [5] pour
l’équation de diffusion des neutrons). Nous nous intéressons aux éléments finis mixtes de Crouzeix-
Raviart non conformes [3] (ordre 1, d = 2, 3), puis aux éléments finis mixtes de Fortin-Soulié [4] (ordre
2, d = 2). Soit (Vh, ∥·∥Vh

) (resp. (Qh, ∥·∥Qh
)) l’espace des vitesses (resp. des pressions) discrètes. Posons

Wh := Vh × Qh, muni de la norme naturelle : ∥(vh, qh)∥Wh
= (∥vh∥2

Vh
+ ∥qh∥2

Qh
)1/2. La formulation

variationnelle discrète de (1) s’écrit ainsi : Trouver (uh, ph) ∈ Wh tel que ∀(vh, qh) ∈ Wh,

ah((uh, ph), (vh, qh)) := ν

∫
Ω

∇huh : ∇hvh −
∫

Ω
ph ∇h · vh −

∫
Ω

qh ∇h · uh =
∫

Ω
f · vh. (2)

Pour prouver que le problème (2) est bien posé, on montrera que la forme bilinéaire, continue et
symétrique ah(·, ·) est T-coercitive : ∃Th ∈ L(Wh, Wh), ∃α > 0 tels que :

∀(vh, qh) ∈ Wh, |ah((vh, qh), Th(vh, qh))| ≥ α ∥(vh, qh)∥2
Wh

.

On explicitera la constante de stabilité α. Puis nous donnerons des résultats numériques illustrant
l’importance de corriger le second membre de (2) à l’aide d’un opérateur de projection de Vh dans un
sous-espace discret conforme dans H(div; Ω) [8]. Ces travaux sont détaillés dans l’article [6] (soumis).
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