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Contexte TRUST

» Code TrioCFD : simulation d’écoulements turbulents instationnaires a faible nombre de Mach
dans des configurations industrielles.

» Trouver (u, p) (vitesse et pression du fluide) tel que:

ou—vAu+ (u-grad)u+gradp = f,
divu = 0,
u(t=0) = u,

avec des conditions aux limites adéquates.

Discrétisation en espace : éléments finis P}, — (P° + P').

Résolution : schéma en trois étapes.
» Travaux R&D, encadrement de la thése d’Andrew Peitavy. Exposé 12h-12h20 (auditorium).
> T-coercitivité : un outil pratique pour établir les conditions inf-sup discretes.

Eléments finis non conformes : stage de césure d’Albéric Lefort en 2021.

T-coercivity for solving Stokes problem with nonconforming finite elements Jamelot'22
(soumis).
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La T-coercitivité

> Soient W et V deux espaces de Hilbert, a: V x W — R bilinéaire et continue et f € V’.
(Pb) Trouveru € VtelqueVv € W,a(u,v)=(f,v)y.
> Définition: a: V x W — R bilinéaire et continue est T-coercitive si
(TC) 3T € L(V, W), bijectif, 3o > 0,Vv € V a(v, Tv)| > aHva/.
Side plus a(-, -) est symétrique, alors elle est T-coercitive si
3T € L(V,W),3a>0,Vv eV |a(v,Tv)| > aHv\ﬁ,.
» La T-coercitivité est équivalente aux conditions inf-sup et de solvabilité du théoréme BNB.
Pour v donné, on va construire explicitement le représentant w satisfaisant la condition ( TC).
> Théoréme : Soit a (-, -) bilinéaire et continue. On suppose que a est T-coercitive.
Alors le probleme (Pb) est bien posé.
> Applications pratiques :
Maxwell Buffa-Costabel-Schwab’02, Helmholtz Ciarlet Jr'12.
Maxwell pour les métamatériaux Bonnet-Ben Dhia, Chesnel, Ciarlet Jr et al.
Diffusion neutronique Ciarlet-Jamelot'13.

Commissariat a I'énergie atomique et aux énergies alternatives EJ 16/06/22



Probléme de Stokes (i)

» Probléme continu

-

—v Au + grad p
divu

Trouver (u, p) € H)(Q) x L2,.(Q) tel que : {
ucVavec:V={vecH\(Q)|divv =0}, H)(Q)=VoV™-.
> Inégalité de Poincaré-Steklov : 3Cps > 0 | HVHLg(Q) < Cps |lgrad v\|L2(Q).
v, w = (grad v, grad w et|lv = ||grad v .
( )HS(Q) (g g )LZ(Q) H HH&(Q) ”g HLE(Q)
> Girault-Raviart'86 : I'opérateur div est un isomorphisme de V* dans L2, ().
Vg e Lemn(Q)’ Avg € V| divvg =g, ”VQHHE)(Q) < Caiv HQHB(Q)'

> Probléme variationnel
On pose X = H{(Q) x L2,.(Q), c’est un espace de Hilbert muni de la norme canonique

1/2
. 2 2
I(u,p)llx = (nuuﬂa(m + upuLz(m)

On écrit la formulation variationnelle sous la forme :

Trouver (u, p) € X tel que ¥(v,q) € X : as ((u, p), (v,q)) = (f, V>H,‘)(ﬂ)'

XxX — R
as: ( (u/a p)7 (v1 q) ) = v (ulv V)Ha(g) - (diV v, p/)LZ(Q) - (diV u/7 Q)Lz(m
La forme bilinéaire as est continue et symétrique. Montrons qu’elle est T-coercitive.

» ENSTA, cours AMS303 Ciarlet'’21.
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Probléme de Stokes (ii)

> as((u.p). (v, 9)) = v (U, V)1 q) — (dIV V. p)2g) — (div L', @) 2
Soit (w',p') € X.  3tv, €V |divv, = p’ telque va/Hi&m) < (Caiv )? IIP'Hfg(Q).
1. Onpose: (v*,q*) := (Bu’ —v,,—Bp’),avec 3 >0.0na:
as (('p), (v,a") = v BIIWllgy ) = V(0 Vo o) + 1P iz

2. On utilise I'inégalité de Young et la majoration Cy;y :
—1

’ nv. .2 no_v 2
—v(u 7Vp/)Hg)(Q) > *7”“ HHg)(Q) - T”Vp/HHE)(Q)’
—1
nv., .2 n_v 20147112
> - 2 Hu HH10(Q) - > (Cdiv) Hp ”LZ(Q)'

3. On obtient :
—1

’ * n ’ vn /
as (W) va)) = v (=7 ) Iy + (1 1 (cdivf) 1622
> Coin WP,

—1
avec Coin = min <u (/3 - ﬂ) -2 (Cain )2)_

2
1
> Considérons 8 = n et n = v (Caiv )2. On obtient alors : Crin = 5 min ((1/ Caiv )2, 1).
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Probléme de Stokes (iii)

> Lopérateur T tel que T((u’,p’)) = (v*, p*) est linéaire et continu :

T((u',p')) = (Bu" —vy,—6p").

2 2 2
Ve < 2 (51 \|H8(m+uvp/n%(m),

< 2 (B Iy + Con 19 e )
IV gy 1P Wz < 262\|u'\|§5(m+(2(cdiv)2+32)upuLzm
< (G2 (U )%

1/2
avec Crax = max (2 B2, 2(Caiv )? + 52) /
» Considérons 8 = netn = v (Caiv )?.
. 2 2\ 1/2
On obtient alors : Cmax = Cajy max ( 2(v Caiv )2, 2+ (v Caiv ) ) .

> La forme bilinéaire, continue et symétrique ag (-, -) est T-coercitive,
le probléeme (Pb) est bien posé !

as ((u,p"), (v,")) > Cuin (Cra) ™" (U, D)2 1(V*, 4"l x-
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Constante de coercitivité

> Calcul pédagogique, B=mn et n=v(Caiv)?:
1 1/2
Coin = 5 min (v Caiv)?, 1) €t s = Cary max (2(v Caiv )?, 2+ (v Care ) 2

Caiv )?
Lorsque v — 0, Cuin (Cmax) ~" — (v Caiv )

2 \/5 Caiv ’
1 Caiv )?
> Calcul spécialisé, B — % et n= ﬁ w<2):
— UV

Coin = = &t Crnax = max(28%, 2 +2(Caiv )?)'/2.

v
2

11 2\ 12
Lorsque v — 0,  Cuin (Cmax) ™' — v max (5, i + 2 (Caiv ) > .

Meilleure dépendance en v.
» Laconstante Cq;, est difficile a estimer.
h
Estimation continue de Cq;y pour d = 2, Costabel-Dauge’15: Caiv < Ly
49}
Estimation discrete de Caiv : Gallist'19.
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Maillage

» Domaine Q polygonal ou polyédrique de frontiére Lipschitzienne.
Famille de maillages (7x)s, avec h — 0.

> Triangulation réguliere de simplexes : 7 = U K.
K

Ensemble des facettes : 7 = | J F = 7, U F} ;
F

Fl (resp. FP) : facettes intérieures (resp. du bord).
Vecteur orthonormaux aux facettes : (np)pe;h (nF orienté vers 'extérieur si F € 99).
P hg : diamétre de I'élément K,  pk : diamétre de la boule inscrite dans K,
hk

Jo >0|Vh,VK € T, ok =— <o.
oK

1/2
> Pourd=2,0> ( ) ou 0 est le plus petit angle de la triangulation.

el Sl

1/3
» Pourd=3,0 > ( ) ou w est le plus petit angle solide de la triangulation.

Commissariat a I'énergie atomique et aux énergies alternatives EJ 16/06/22



Forme bilinéaire (uy, v,), et opérateur divy,

P Fonctions régulieres par morceaux.

> PyH' = {v € 12(Q)|VK € Th, vk € H‘(K)}.

Vv, wePH', (v,wh= > (gradv,gradw)iz . VI = > llgrad v]5 .
KeTh KeTh

PrH! = (PrH"),

w,wePH, (vw),= > (Grad v, Grad w), 2, iz = > HGradeiZ(K).
KETh KETh

> Sauts aux interfaces pour v € PpH' :
Pour F € .7'-,,,, F= RL n RR: ng orienté de K vers Kg [V]|F = (v‘KL — V‘KFI) |F-
Pour F € FE, [V]jr = vif.

> PiH(div) = {v € LA(Q) | VK € Th, vix € H(div; K) }.
Opérateur divy, :

W € PpH(div), Vg € L2(Q), (divav,q) = > (divV,q);z -
KeTp
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Eléments mixtes finis non conformes

v

Méthode introduite dans Crouzeix-Raviart'73.
> Approximation non conforme de H'(Q):

X, = {v e L*(Q)|VK e Th vik € PX(K) et VFe F), vge P"7'(F) /[v]q: o} .
F
> Approximations non conformes de Hj () et H}(Q) :
Yon={vexivFe st vac PR [va=0f. Xon=(on)".
F

Patch test : v — ||v||» est une norme sur Xp p.

> Approximation de L2, (%) :
O ={q€ Lim(@ VK€ Th, g € P(K)}
> Approximation de X = H}(Q) x L2,.(Q) :
1/2
Xy i=Xo x Qn 10V Dllxy = (IVI5 + llalZ2q)) -
X, est un espace de Hilbert.
Propriété d’approximabilité : il existe M, € £ (H1(Q), Xh> tel que

IC>0[weH (@ My < CliGradv] g,
vweH (Q) divpMpv = divyy,
wv € PX(Q) nyv = v
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T-coercitivité discrete (i)

P On introduit la forme bilinéaire :
a . Xph X Xp — R,
ShV (Wi Ph)s (Vay@n)) = v (Uh, Vi) — (diva Vs, pp) — (divi Uj, gn).

> Probléme variationnel (Pby) :

Trouver (up, py) € X tel que V(Vp, gn) € X,  as,n ((Un, Pn), (Va, Gn) ) = £(Vh),
> Calcul du second membre :

Pour f € L*(Q), 4(vh) = (f, V) 2(q)-

Pour f € H='(Q), £4(vp) = (f, Zn(vs) Veeser-Zanotti'18.

>Hg(n>
» Etapes pour montrer la T-coercitivité discréte.
On cherche un représentant (v}, g;) de (uy,, p;,) réalisant la condition inf-sup.

Soit pj, € Qn C L2,,(Q2). On considére Vg € V+ tel que

div vy =p, et HVp;]llHa(m < Caiv IPhll 2(0)-
On pose v,,ﬁp;7 = I'lhvp;]. Onadonc:

divh vy pr = ph et Vhp lln < Caiv Ilpllvlle(Q)7

avec Cd;v =C Cdiv .
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T-coercitivité discrete (ii)

> as.n ((uh, Ph)s (Vh, Gn)) = v (Up, Vi)n — (diva Va, ph) — (divh Up, Gh).
SO (U pf) € Xn. 31y €V [divvyy = i et vy 2y ) < (Caro P 9]

On pose v, Pl = I‘Ihv .Ona:divpvy, ol = = pjetv, o 12 < (Caiv )? HPnHLz o
1. Onchoisit : (v, q}) == (B uj, — Vn,p,g , 7Bp,,), avec 3 > 0.0na:
as ((uhph). (Vi 3)) = v BluslE v (. gy )+ 119552

2. On utilise I'inégalité de Young et la majoration Ediv :

~ ~ 1

’ vmn 2 vn

A G RO [ 7 3
~ ~ 1
vn 2 vn = 2712
> e lluplly — T(Cdiv) lIPnll2q)

3. On obtient :

M- 2 2

as,h ((up,ph), (V5.a5)) > (5— *) llupll + ( ) > HP/QHLz(Qy
>

2
Coin 1 (1, P11,

= ~—1
& . PR vl
min = - —=),1- . .
avec G, min <u (B 2) > de)

. - 1 -
> Considérons 3 = 7 et 77 = v (Casv )2 On obtient alors : Cumin = 5 min ( (v Caiw )2, 1).
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T-coercitivité discréte (iii)

> Lopérateur Ty tel que Th( (up, p)) = (Vi gi) est linéaire et continu :

To( (W ) = (B~ Vi~ ).
<

2 2
vallh + llag I

32 2 2 a2 2
2 2 BPIIupll; + 2 Vg I + B 10H 22 g

IN

23|up 3 + (2(Caiv ) + B?) l1phZ g

IN

(Conax)? 11t P12, -
~ ~ ~ o~ 1/2
avec Crpayx = max (2 B2, 2(Caiv )? + /32) /2

> La forme bilinéaire, continue et symétrique as , est T-coercitive,
le probléme (Pbp) est bien posé!

as,n ((Uh, Ph), (V2 G3)) > Conin (Cemax) ™" 11(Up, PRIl 2, 110V, @7l -

. . = = 1 (wCaiw)?
> Calcul pédagogique:  Cumin (Cmax) ' — ——v 2
909 ( ) 242 Caiv
.. = = 1 11 -~ 2 -1/
> Calcul spécialisé : Cinin (Cmax) ™' — v max (5’ i +2(Caiv) > .

» Analyse de convergence a I'aide du second lemme de Strang Ern-Guermond’21-Il :

_ _ < i _ _
l[(u—un), (p ph)HXhN(vh,z;;')fGXh”(u Vi), (P = an)llx, + en(u, p),

ou ep(u, p) est I'erreur de consistance.

Commissariat a I'énergie atomique et aux énergies alternatives EJ 16/06/22 12/19



Contexte

La T-coercitivité

Discrétisation non conforme

Résultats numériques

Commissariat a I'énergie atomique et aux énergies alternatives - www.cea.fr




Eléments finis mixtes non conformes pour k = 1

» Espace mixte : X = Xer X Qqr, Crouzeix-Raviart'73.

Xe = Xe)?, Xe= {v,, € LX(Q)|VK € Tr Vhk € P'(K); VF € Fa /[v,,] = o} ,
F
Qr = {Qh €L (IVKET Guk € PO(K)}-
. . 0 siF¢oK,
Xor = vect ((T/)F)Fefh>savec- YrKk = { 1 _dASF,K siF € K.
» Degrés de liberté : Coordonnées barycentriques :
S; S; S
82 F2 F1
32 SZ
Sy Sy F
Vitesse, pression. )‘S,-,K _ (d\Kl)”(dSi —x)- SF,-,K-

Ona: grad VEIK = —d grad )\SFvK = ‘K|_1SF,K.

1
» Opérateur d'interpolation scalaire : 7¢ : H! Q) = Xor, Terv = Z (ﬁ / V) YE.
FEFp F

Opérateur d'interpolation vectoriel : MgV = (7erv; ).
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Propriétés d’approximabilité

» Apel-Nicaise-Schéberl'01, Lemma 2 :
grad o, vk = |K| / grad 7o v — |K|*‘/ TV = |Kr‘/ vn= K| / gradv.
K oK oK K

|grad merv x| < [K|~"/?llgrad vil,2 = llgrad worvil 2 < llgrad vz,
Pour v € H'(Q),0ona: ||mev|in < |lgrad VHLZ(Q)’ d’ou : ||Mgv||p < ||Grad vH[Lg(m.

> Pourv € H'(Q2), onapourtout K € 75 :

/V SF K
/divl‘lc,v:/ 2:|K|_1 7Z/v nFK—/dIVV
K K

FeoK Feok
Pourv € H'(Q), on a : divy, Mg v = divp v.
> Soit (uh, pp) € Xp. On pose (Vii, pf) = (BUp — Vi pr  —BPh) OU Vo1 = MarVpy
Ona:
as,n ((Uh, Ph)s (Vh,PA)) > Conin (Cow) ™" 11U, Pl (V7 25 ) -
> EF mixtes non conformes d'ordre 1: C = C,, = 1 (Crouzeix-Raviart, d = 2, 3).
La constante de stabilité ne dépend pas de la régularité du maillage !

» EF mixtes non conformes dordre 2 : C = Cys o< o2 (Fortin-Soulié, d = 2).
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Amélioration de I’approximation

> Casol f=grad¢avec ¢ € H'(Q) N L2 (Q)
La solution continue est : (u, p) = (0, ¢).
Convergence de la vitesse : |[uy||ly < B ||f\||_2
/f vi=— 3 /¢d1vvh+ 3 /¢[vh]n
KETh FeFp

> Le second terme agit comme une source numérique.
Pour le supprimer (ou le réduire), on peut :

Construire un sous-espace de X, N H(div0; Q) : Hecht'00.

Ajouter une contrainte : théses de Fortin’03 et Heib’06. Implémentation dans le code TrioCFD.
2D : Eléments finis P, — (P° + P').
3D : Eléments finis P}, — (P° + P! 4 P3).

Projeter v, au second membre dans un espace d’éléments finis conformes dans H(div ; Q).
Linke et al.

/f~|'|g7—vh: /qbdwl'lm—v,,_— /¢d1VVh
Q

KeTh KETh

Traitement plus complexe pour les équations de Navier-Stokes.
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Elements finis non conformes : intérét de la projection Mgar, (i)

> Probléme de Stokes dans Q = (0, 1)? avec :
u=0, p=x*+y*-05 fy=gradp=3 (xz,yz)r
P Projection sur les EF de Raviart-Thomas Gatica’14, Lemma 3.11.
Crouzeix-Raviart : Mar, (¥rex,y) |k = (d|K]) ™" (x — OSy k) Stk - €x.y-
Fortin-Soulié : Mar, (Va) |k = AkX + (bk - X)X + dx. Passage par 'élément de référence.

> Valeurs de [|u — up]| 2 o) POUr h = 5.00 x 1072

v Xcr Xcr + Nar, Xrs Xrs + Mary
1.00x 1077 319x10~% 1.34x10"'® 353x 107 9.09x 10" "
1.00 x 1072 319x 107" 1.34x 107" 353x107% 9.09 x 106
1.00 x 107* 319 x107° 1.34x 107" 353x 1072 9.09 x 10~"°
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Elements finis non conformes : intérét de la projection Mar, (i)

> Probléme de Stokes dans Q = (0, 1)2 avec :

u= (E:Oz(zcjrs%tng ::g;ig) , p=sin(2mx)sin(2ry), fs=—vAu-+gradp.

> Valeurs de eo(u) = [[U — Unll 2/ [[Ull 2(q

Pour v = 1.00 x 1073 :

h Xcr Xcr + MNary XFs Xes + MNary

5.00 x 1072 5.66 x 10°' 1.13x 102 235x 10~° 2.06 x 10~ *
250 x 1072 1.33x 10" 289 x10~% 3.21x107% 259 x107°
1.25x 1072 3.88x 1072 540x 10°* 420x107° 3.40x 10
6.25x 107°% 8.40x107% 1.79x107* 5.04x10°% 4.15x%x 107
Taux h2.05 h2.07 h2.96 h2,98

> Pourv =1.00 x 107*:

h Xcr Xcr + Mary XFs Xes + MNary

500 x 1072 5.66 x 10°° 1.13x 102 235x 102 2.06 x 10~ *
250 x 1072 1.33x107° 289 x10~% 3.20x 10~% 259 x 10~°
1.25x 1072 3.38x 10" 540x 107* 420x10"% 3.40x 10
6.25x 107°% 8.40x 1072 1.79x10* 5.04x10"° 4.15x%x 107
Taux h2.05 h2.07 h2.96 h2,98

Sans la projection, eg(u) o v . Avec la projection, o(u) est indépendant de v
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Elements finis non conformes : intérét de la projection Mgar, (i)

> Solution du probléme de Stokes discret dans = (0, 1)2 avec :
as,n ((8Un, pn); (Vh, pn)) = /Qfs V= /Qfs - MRV,

> Xgs, h=250x10"2 et »=1.00x 10~*.

1

600

400

200

-200

400

600

0 0.2 04 06 08 1 0 02 04 06 08

Valeurs de duy, - ey Valeurs de ouy, - ey
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Conclusion et perspectives

> Etude pour les éléments finis de Crouzeix-Raviart et Fortin-soulié (d = 2) :
T-coercitivity for solving Stokes problem with nonconforming finite elements, J., soumis
Résultats numériques : https://github.com/cea-trust-platform/Stokes_NCFEM

» Poursuite de I'étude de la T-coercitivité discréte les éléments finis non conformes :
Eléments finis de Fortin-Soulié : étudier le cas d = 3.

Eléments finis du code TrioCFD P}, — (P° + P') (en cours).

» Eléments finis de Galerkin discontinus : stage de M2 (et thése) de Mayssa Mroueh en 2022.

Etudier les méthodes de projection de Kreuzer-Verfiirth-Zanotti’21.
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https://github.com/cea-trust-platform/Stokes_NCFEM

—_— Merci !
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