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Oscillateur harmonique quantique discret

Quentin CHAULEUR, IRMAR - Rennes

Dans cet exposé on s’intéressera à une discrétisation particulière sur la droite réelle R de l’oscillateur
harmonique quantique

Hψ = −∆ψ + (x2 − 1)ψ

pour ψ ∈ L2(R). Sur une grille finie Ah :=
[
− 1

h ,
1
h

]
∩ hZ, cet opérateur discret s’écrit

Hhg(a) = −
( 1
h2

√
(1 + ah+ h2)(1 − ah)g(a+ h) + 1

h2

√
(1 − ah+ h2)(1 + ah)g(a− h) − 2

h2 g(a)
)
,

pour tout a ∈ Ah, et Hhg(a) = 0 si a /∈ Ah. Cet opérateur, introduit dans la littérature physique,
notamment par N. M. Atakishiyev [1] et M. Lorente [2], est auto-adjoint sur l’espace de Hilbert L2(hZ)
définit via la norme

∥g∥2
L2(hZ) = h

∑
a∈hZ

|g(a)|2,

où h > 0 désigne un petit paramètre de discrétisation. On énonce alors le théorème suivant, qui étudie
la convergence de cet opérateur discret et de ses fonctions propres quand h → 0 :
Théorème 1. On note Πh le projecteur de H1(R) dans L2(hZ), et u = Πhu pour u ∈ H1(R). Alors

∥ΠhHu−Hhu∥L2(hZ) ≤ Ch2

pour u suffisamment régulière. De plus, on suppose que N = 2/h2 ∈ 2N, alors il existe une suite
orthogonale (φn,h)0≤n≤N de L2(hZ) tel que

Hhφn,h = 2nφn,h

pour tout 0 ≤ n ≤ N , et pour tout δ > 0,

∥αn,hφn,h − Πhψn∥L2(hZ) ≤ Ch2−δ,

où αn,h ∼0 1/
√
h et (ψn)n∈N∗ désigne la base de fonction d’Hermite usuelle de L2(R).

Les fonctions propres φn,h, appelées fonctions de Kravchuk, correspondent au produit des polynômes
de Kravchuk [3] et d’une loi binomiale renormalisée sur la grille Ah. On étudiera également le schéma
semi-discret associé à cet opérateur

i∂tψ +Hhψ = 0
pour ψ ∈ L2(hZ), qui conserve la norme L2(hZ) ainsi que l’énergie discrète associée pour tout t ≥ 0 :

E(t) := 1
h

∑
a∈hZ

(√
(1 − ah+ h2)(1 + ah) Re(ψ(a)ψ(a− h)) − |ψ(a)|2

)
1− 1

h
≤a≤ 1

h
= E(0).

L’ensemble de ces résultats sera illustré par des simulations numériques.
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