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Johann Bernoulli (Undated)

UB Basel, L Ia 12, 4.1, fol. 245-247.
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“Ce théoreme remarquable est dii a Jean Bernoulli (...).” (Poisson, 1820)

Start with a quarter circle and consider the successive involutes.
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Johann’s claim: the successive involutes converge to a cycloid.
“Hujus rei veritas attente consideranti facile patebit.”
Notations: s1(x) = x, 5:(0) =#(0) =0, (7/2) =4

h(x) = / w©de, ) = / (br — 11 (€)) €
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Johann finds the sequence:
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Suppose VIII = semi-cycloid
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Cum itaque QRS habeatur pro femi-Cycloide , cujus bafis e
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“Insigne igitur hoc Theorema soli quasi observationi innixum (...).

“ausserordentliche Kithnheit” (Speiser, 1954)
y1(x) = AD, y2(x) = AE, ..., yi(5) = Li and z = yo the “curva infinitissima”.
“nihil enim impedit” z==A fin.av+-Bfin.So+Clinpe-+Dndvt Efin cv-cte,

by analogy
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® > 7 (resp. <) epicycloid (resp. hypo-), ® = 7 cycloid



“(...) il m’a semblé qu’on la simplifiait beaucoup en la présentant de la maniére suivante (...)” (Puiseux)
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Institut de France Library.



“(...) il me semble que sa methode ne porte pas et ne sauroit porter dans 1’esprit toute la lumiere ni toute la
conviction qu’on peut desirer sur ce sujet.”

Long correct proof. No trigonometric series in Lagrange’s manuscript (59 pages)...




Lagrange: Calculus applies only to functions
satisfying the “loi de continuité”.

He asserts that (b) is false if x > %
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(f) is a contradiction with (a) !
Fourier: (b) converges everywhere !
“Je vous prie instamment de jeter les yeux sur cette note (...) si de pareilles démonstrations
peuvent étre douteuses, il faut renoncer a écrire quelque chose d’exact en mathématiques.”



SUR LES PERMUTATIONS ALTERNEES 167

Sur les permutations alternées ;

Pin M. Dismié ANDRE.

Le présent travail a pour point de départ la notion, probablement
toute nouvelle, des permutations alternées de n lettres distinctes, et
pour objet I'étude du nombre 24, de ces permutations.

Nous définissons les permutations alternées de » éléments disiincts ;

d le moyen decalculer, de proche en proche, la moitié A, de
leurnombre; nousdé la fonction Je lafraction 24;
nous en dédulmm les développemems de tangz et de sécz suivant les

de z; nous applig les résultats oblenus &

différeats développements ou séries; nous en tirons plusieurs consé-

quences touchant les develappcmems des fonctions elliptiques; enfin

nous donnons de nouvelles et plus simples formules pour calculer les
nombres A,.

11 se trouve que ces nombres A, ne sont autres que les coefficients

(Ie Llans le développement soit de tang, soit de sécw. Ces coeffi-

uenrs avaient été considérés déja. Gréce aux permutations alternées,
nous en pouvons donner une définition combinatoire trés simple, trés
nette, et indépendante de tout dével

168 : D. ANDRE.

1. — Définition des permutations alternées.

1. Considérons n éléments distincts o,, @,, @y, .. ., &, €t formons-en
toutes les permutations. Si, dans 'une quelconque d'entre elles, nous
retranchons chaque indice du suivant, nous obtenons une suite de n—1
différences, dont aucune n'est égale d zéro, et qui, dans toutes les per-
mutations, sauf deux, sont les unes positives, les auires négatives.
Lorsque, tout le long de cette suite, ces différences sont alternativement
positives et négatives, la pevmnutwn correspnndnnte est alternée.
Lorsque, au contraire, cette conti des signes ne se
présente pas, la permutation n’est pas alternée.

Par exemple, dans le cas particulier ol n = 4, les permutations

1324 3241

ARy Uy by RyCaHay

sont alternées, et les permutations
2341 3214

Aalty Ry Hydlady &y
ne le sont pas.

2. Le nombre des permutations alternées de n éléments distincts
dépend évidemment, et nniquement, de n. Par sa nature méme, il est
forcément positif et entier; et 'on peut démontver, d'une maniére trés
simple, qu'il est toujours pair. 11 suffit effectivement de faire observes
que les permutations alternées de n éléments distincts se correspondent
deux & deux. L'un des moyens les plus commodes d'établir cette cor-
respondance consiste & associer les permutations qui présentent les
mémes indices dans un ordre exactement inverse.

En associant de cette fagon les permutations alternées de quatre élé-
ments, lesquelles sont au nombre de dix, on obtient les cing couples
suivants :

1324 @@ ase, et
1423 etvayzs @
2314 w2 o
2413 myu o m, e
3412 wqma,uy @

Ty, 4231
Bylty ety 3247
@& ey, 4132
eyey ey, 3142
e, m. 2143

up-down

down-up
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1 1
L2 5 31 3 3 1 1 1 1 1
Ay =1 gl 12 3 41 2 3 41 23 4123 412 3 4
3= As=5

Eo=1,E =1, Ey=1, E3=2, E4=5, Es=16, Es=61, E; =272, Es=1385, .

Same numbers as Johann’s numbers for arc lengths !

“Je ferai (...) avec un grand plaisir la connaissance de M. D. André, dont je me rappelle bien les Notes dans les
Comptes rendus. L’ingénieuse définition de certains nombres entiers qui donnent aussitot les coefficients dans
les développements de tang x, séc x, comme nombres de permutations, jouissant de certaines propriétés, s’est
gravée dans mon esprit.” (Stieltjes to Hermite, Paris, February 1886)

_— 2af¥ 1727 §2a%
t —a + 31-! !‘,--l + 1]:;" + ‘ﬂaslvg &c'
sat 1a8 477:19
. + ar R 2477 +7 Taors + S"““'ﬂ Gregory, 1671
(“définition trés simple, trés nette”)
oo

E(x) = ZE,,Z—J; = sec(x) + tan(x) Z Ezkﬁ = sec(x)
2k

Z Eyep1 75— e = tan(x)



“C’est un tres joli exercice.” (Arnol’d, 2000)

“[Ceci] s’établit par les raisonnements combinatoires les plus simples.” (André, 1879)

We count alternating permutations of [n 4 1] according to the position of n 4 1:
Op1=n+1
O...0 > 0 < ] > 0O < 0O...0
S — —_—

k+1
k n—k

2E,,+1 = Z (Z EkEnfk (I’l 7& 0)

k=0

=E@'= Bt (Ghtia)ot (@E i)
= Ei+ 28 x4 2857+ ...

= 2E'(X) - 1

MO E(x) = sec(x) + tan(x)



Johann’s arc lengths:

1a° la' la* 2d° 5a" 16a°

Nowhere assumed thata = 7. Case a < 7:

Z Q M H A seeq 1 ¢
e} x2k 2k+1
Ey—— = sec(x ZE?A | ———— = tan(x
Z (2k)! (x) k1) (x)
k=0
13 v 3 . 2 (2’-:)‘21x ~’(2‘—x)58x3+z (2¢-1)€xs +2“(2"")'Dx’
fer“:ﬂ+Eﬁ‘*+m"‘+m‘“+m...8*’“+&°' g*=—C "+ "1z.34 T.g....6752....8

4 &e.
Euler, 1755



André is not cited !

A COMBINATORIAL INTERPRETATION
OF THE EULER AND BERNOULLI NUMBERS

BY

R. C. ENTRINGER

The following problem is mentioned by A. J. KEMPNER in [1].
“In how many ways can the numbers 1,2, ..., 7 — | be arranged so
that the numbers are alternately larger and smaller (the first number
at the left to have a smaller number at its right)?” There are, for
example, five such permutations for # = 5 since we count just the
following: (2,1,4,3), (3,1,4,2), (3,2,4,1), (4,1,3,2), (4,2,3,1).
Since a solution of the problem was not essential to the further
development of his topic, KEMPNER merely stated a recurrence
relation without proof and with this relation calculated the number
of such permutations for small »,

In this paper, for convenience, we will consider the equivalent
complementary problem, i.e., the first number at the left shall have
a larger number at its right. We obtain a recurrence relation in-
volving the number of such permutations and show that the number
of such permutations is closely related to an Euler or Bernoulli
number.

Entringer’s idea is to consider

DUy := {o € DU, | 01 = k},

and En,k = #DZ/In,k = #UD",’H‘]—/C

iii) A(m, k), > 2,1 <k < nis the total number of alternating
permutations (y, ..., ay) with 2 = @1 < aa. For convenience A(1, 1)
is defined to be 1 and A (n, #) tobe Oforn <0,k <Oork > n.

Lemma. d(n+ 1,A) = ZiH % A(n, ) for n =1,k > 1.

Proof. Fork > n + 1 the truth of the assertion follows immedi-
ately from the definition and the summation convention. For fixed
k, 1 <k <n+ 1 the correspondence

(%, as, ..., ans1) o (az, ..
nt+l—aif g <k . B
n+2—a.ifa,>k" n 4+ 1 is one to one
between the particular permutations (£, ag, ..., @a41) of (1, ..., 1 4 1)
and all the permutations of (1, ..., #). Since (k, s, ..., an41) is alter-
nating with & < as if and only if (a3, ..., a4+1) is alternating with
a3 <n + 2 — k and a3 < a3 we obtain the desired result.

The above recurrence relation is that of KEMPNER referred to
earlier.

Lemma.

A k4 1) =A@ k) — A — Ln—k) for n>2 k=1

Proof. From the preceding lemma we have
A k+1) — A(n, k) =
TrAm = 1,0 = ZEf A — L) = —A@m—1,n— k).

- @p41)

where aj =

I/{Dn,k = {0’ cUD, | o] = k}

Eix=Eir—1+Ei—1nt1-k



~+ combinatorial proof of L; = E,‘ti,’
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Bijection between alt. perm. in a node and paths to this node.



1 1 1 1
Ti=1 T=1 Ty=2 Ti=5

(Foata & Schiitzenberger, 1971) T, = E,.

Tow = #{T € Tp | eme(T) = k} !
where emc is the end of the minimal chain. ‘

(Poupard, 1982) T, x = E . 0 ‘ k/

(Gelineau & al., 2010) 3\/ 2
There exists a bijection U : DU, x — Tk

such that I | 4 A
first(c) = emc(¥(0)). Y \)

(His proof doesn’t use paths in the graph !)
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Reduction(-Amplification): ¢t € 7, with minimal chain (1,2, ..., a, = k).
RO) k£ = 2 no modifications !
R1)k>2,ap =k, ar—y =k — 1 and min(A) < min(B) (min(@) = oco0):




Deletion(-Insertion):

k=2:

tl
®» — O
1 2

k>3,a0 =k,a,—1 =k — 1 (otherwise apply R2) and min(A) > min(B)
(otherwise apply R1):

-

LA RROLD

Always possible to add the points {1,2}, {2,3},....{k — 1,k} with k—1 = emc(?).




Deletion(-Insertion):

k=2:

tl
» — @
1 2

k>3,a0 =k,a,—1 =k — 1 (otherwise apply R2) and min(A) > min(B)
(otherwise apply R1):

-

LA RROLD

Always possible to add the points {1,2}, {2,3},....{k — 1,k} with k—1 = emc(?).
o = 748591623 € DUy 7. How to construct ¥(o) ?




Deletion(-Insertion):

k=2:

tl
» — @
1 2

k>3,a0 =k,a,—1 =k — 1 (otherwise apply R2) and min(A) > min(B)
(otherwise apply R1):

-

LA RROLD

Always possible to add the points {1,2}, {2,3},....{k — 1,k} with k—1 = emc(?).
o = 748591623 € DUy 7. How to construct ¥(o) ?

Watch the video animation of my friend Martin Anderegg !



Une promenade combinatoire en compagnie de Désiré André (1840-1917), to
appear in a Festschrift for Ph. Nabonnand, Nancy.

Un mémoire inédit de Lagrange sur le développement successif des courbes,
L’Enseignement mathématique 67 (1-2), 2021, pp. 95-122.

(avec G. Wanner) Zigzags with Biirgi, Bernoulli, Euler and the
Seidel-Entringer-Arnol’d triangle, Elemente der Mathematik 74, 2019,

pp. 141-168.

(avec G. Wanner) Un portrait des premieres séries trigonométriques : hommage
a Joseph Fourier (1768-1830), Matapli 119, 2019, pp. 21-47.
and some inspiring works:

Y. Gelineau, H. Shin, J. Zeng, Bijections for Entringer families, European
Journal of Combinatorics 32,2011, pp. 100-115.

R.P. Stanley, A Survey of Alternating Permutations, 2009.

V. Arnol’d, The calculus of snakes and the combinatorics of Bernoulli, Euler
and Springer numbers of Coxeter groups, Russian Math. Surveys 47 (1), 1992,
pp. 1-51.
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THANKS!



