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Elasticité Plasticité parfaite

Modèles rhéologiques du ressort et du patin-ressort

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

de patins, d’amortisseurs et de masses 1. Examinons un par un chacun de ces éléments. Tous
les objets étant astreints à se déplacer sur un axe prédéfini, leur position est caractérisée par
un scalaire et les forces qu’ils subissent sont implicitement orientées suivant cet axe et donc
caractérisées également par un scalaire.

1. La masse. Si on exerce une force � sur une masse (ponctuelle) m, l’évolution de sa position
" au cours du temps est régie par le principe fondamental de la dynamique qui s’écrit ici

m"̈ = �,

"̈ représentant l’accélération de la masse.

2. Le ressort. L’extrémité A du ressort est fixée, l’extrémité B est susceptible de se déplacer
et on repère sa position courante par rapport à sa position lorsque le ressort est dans son
état naturel, libre de force. On note " l’allongement du ressort, i.e. la di↵érence entre la
position actuelle de l’extrémité B et sa position naturelle. En supposant que le ressort a
un comportement élastique linéaire et en notant E sa raideur, la tension ⌧ du ressort est
reliée à " par

⌧ = E".

On peut évidemment envisager des relations tension-allongement non linéaires ⌧ = f(").

0 "

⌧

A B

Figure 1.16 – Le modèle rhéologique de ressort

On peut même rendre compte des concepts de rupture en introduisant un critère de
rupture du ressort, par exemple en imposant que le ressort casse lorsque sa tension atteint
une valeur critique �c ou de façon équivalente lorsque son allongement atteint une valeur
critique "c.

3. Le patin frottant. Du fait du frottement avec son support, le patin ne se déplace que
si la force que l’on exerce sur lui est su�sante pour vaincre la force de frottement �⌧
engendrée par le contact du patin avec son support (le signe � est introduit de façon à
ce que ⌧ représente la force qu’exerce le patin sur son support). Lorsqu’il se déplace la
force de frottement ⌧ est égale à ±�c, le signe dépendant du sens de glissement. De façon
précise, si on note " le déplacement du patin depuis une position de référence, la loi de

1. Les masses servent à rendre compte des e↵ets d’inertie. Dans la suite de ce cours, on se placera le
plus souvent dans un cadre quasi-statique ce qui revient à négliger les masses et donc les forces d’inertie. Cette
hypothèse simplificatrice a des conséquences importantes d’un point de vue qualitatif sur la réponse du système.
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2.1 Introduction

Avant d’aborder le comportement élasto-plastique des matériaux, il est bon d’étudier les
modèles rhéologiques à base d’assemblages de patins et de ressorts. Ils contiennent tous les
concepts fondamentaux que l’on retrouvera dans l’étude des matériaux réels et permettent une
première découverte de ce type de comportement sans faire appel à un formalisme lourd. Il est
absolument essentiel de décortiquer ces “petits modèles de dimension 0” et de s’en imprégner
avant d’aborder le cas général.

2.1.1 Le modèle rhéologique patin–ressort

""p

�

Figure 2.1 – Assemblage patin-ressort. En grisé : la configuration de référence naturelle ; en
noir : la configuration déformée.

Considérons un assemblage patin-ressort en série. Toutes les masses sont négligées et on
raisonne donc en quasi-statique. Notons " le déplacement de l’extrémité libre du ressort et "p le
déplacement commun du patin et de l’extrémité reliée du ressort. La raideur du ressort étant
E, si l’extrémité libre du ressort est soumise à une force �, cette force est aussi la tension du
ressort et elle est donc reliée à " et "p par

� = E("� "p). (2.1)

Comme � est aussi la force qu’exerce le patin sur le support, la loi d’évolution du glissement
du patin s’écrit

|�|  �c,

8
><
>:

"̇p � 0 si � = +�c

"̇p = 0 si |�| < �c

"̇p  0 si � = ��c

. (2.2)

Étudions la réponse de l’assemblage lorsqu’on contrôle la position " de l’extrémité libre du
ressort.

Chargement monotone. L’ensemble étant dans sa position de référence naturelle, i.e. " =
"p = 0, on fait crôıtre progressivement " qui va jouer le rôle de paramètre cinématique. Il s’agit
de trouver � et "p en fonction de ". On va voir que (2.1) et (2.2) permettent de les déterminer de
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Lois de comportement

ε

σ

ε

σ
σc

Loi de comportement : σ = Aε

Seuil de forces : |σ| ≤ σc

Déformation totale : ε = εe + εp

Déformation élastique : σ = Aεe

Déformation plastique :
{

ε̇p = 0 si |σ| < σc ,
±ε̇p ≥ 0 si σ = ±σc .

⇔ σε̇p = σc |ε̇p|
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X Ω ⊂ Rn : configuration de référence d’un corps élasto-plastique.

X w(t) : ∂Ω→ Rn : donnée de Dirichlet (déplacement)

On définit
• u : Ω× (0,T )→ Rn : champ des déplacements ;
• σ : Ω× (0,T )→Mn×n

sym : tenseur des contraintes ;
• e : Ω× (0,T )→Mn×n

sym : tenseur des déformations élastiques ;
• p : Ω× (0,T )→Mn×n

sym : tenseur des déformations plastiques.
On recherche un quadruplet (u, e, p, σ) tel que




(ü)− divσ = 0 (équation du mouvement/d’équilibre);
σ ∈ K (⊂Mn×n

sym convexe, fermé, non vide);
(Du + DuT )/2 =: Eu = e + p dans Ω (décomposition additive) ;
σ = Ae (loi de Hooke);
ṗ ∈ NK (σ) = ∂IK (σ) le cône normal à K en σ (loi d’écoulement);
u = w(t) sur ∂Ω (condition limite);
+ conditions initiales.

Loi d’écoulement ⇔ principe de travail maximal de Hill :

σ · ṗ = H(ṗ),

où H(ṗ) = (IK )∗(ṗ) := supτ∈K τ · ṗ, H est la fonction d’appui de K .
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Métaux et alliages : K ne dépend que des contraintes déviatoriques
(cisaillement).

• Von Mises : K = {τ ∈Mn×n
sym : |τD | ≤ k} ;

• Tresca : K = {τ ∈Mn×n
sym : maxi,j |τ iD − τ jD | ≤ k}, où τ iD sont les

valeurs propres de τD .

Références :
• Quasi-statique, problème en contrainte : Duvaut-Lions, Moreau (processus de raffle convexe) ;
• Quasi-statique, problème en déplacement : Suquet (détermination du bon cadre fonctionnel, approximation

visco-plastiques) ;
• Statique, plasticité de Hencky : Temam, Anzelotti, Giaquinta, Kohn ;
• Quasi-statique : Dal Maso-De Simone-Mora (mouvement minimisants) ;
• Dynamique : Anzellotti-Luckhaus (approximation visco-élastique).

Matériaux granulaires : la pression hydrostatique engendre des
changements de volume permanents (trṗ 6= 0 !)

• Drucker-Prager : K = {τ ∈Mn×n
sym : |τD |+ α trτ ≤ k}

• Mohr-Coulomb : K = {τ ∈Mn×n
sym : maxi,j |τ iD − τ jD |+ α trτ ≤ k}

où α > 0.
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Energies

X Tenseur d’élasticité : A ∈ L(Mn×n
sym ,Mn×n

sym ) symétrique et αI ≤ A ≤ βI ;
X Convexe d’élasticité : K ⊂Mn×n

sym convexe, fermé, 0 ∈ K̊ , c |q| ≤ H(q);

Energie cinétique : K(v) :=
1
2

ˆ
Ω

|v |2dx pour v (= u̇) ∈ L2(Ω) ;

Energie élastique : Q(e) :=
1
2

ˆ
Ω

Ae · e dx pour e ∈ L2(Ω) ;

Energie de dissipation :

H(ṗ) :=

ˆ
Ω

H(ṗ) dx pour ṗ ∈ L1(Ω);

Espace d’énergie : pour w ∈ H1(Ω),

A(w) :=
{

(u, e, p) ∈ [W 1,1(Ω) ∩ L2(Ω)]× L2(Ω)× L1(Ω) :

Eu = e + p dans Ω, u = w sur ∂Ω
}
.
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Energies

X Tenseur d’élasticité : A ∈ L(Mn×n
sym ,Mn×n

sym ) symétrique et αI ≤ A ≤ βI ;
X Convexe d’élasticité : K ⊂Mn×n

sym convexe, fermé, 0 ∈ K̊ , c |q| ≤ H(q);

Energie cinétique : K(v) :=
1
2

ˆ
Ω

|v |2dx pour v (= u̇) ∈ L2(Ω) ;

Energie élastique : Q(e) :=
1
2

ˆ
Ω

Ae · e dx pour e ∈ L2(Ω) ;

Energie de dissipation (Goffman-Serrin, Demengel-Temam) :

H(ṗ) := H

(
dṗ

d |ṗ|

)
|ṗ| et H(ṗ) := H(ṗ)(Ω) pour ṗ ∈M(Ω);

Espace d’énergie : pour w ∈ H1(Ω),

A(w) :=
{

(u, e, p) ∈ [BD(Ω) ∩ L2(Ω)]× L2(Ω)×M(Ω) :

Eu = e + p in Ω, p = (w − u)� ν on ∂Ω
}
.
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Théorème (B.-Mora)
Supposons que w ∈ H2

t (H1
x ) ∩ H3

t (L2
x), (u0, e0, p0) ∈ A(w(0)), v0 ∈ H1

x ,
σ0 := Ae0 ∈ K .
Alors, il existe un unique quadruplet (u, e, p, σ) tel que





u ∈W 1,1
t (BDx) ∩W 2,∞

t (L2
x),

e, σ ∈W 1,∞
t (L2

x),

p ∈W 1,1
t (Mx),

X Condition Initiale : (u(0), e(0), p(0)) = (u0, e0, p0) et u̇(0) = v0 ;
X Equations du mouvement : ü − divσ = 0 dans Ω× (0,T );
X Admissibilité plastique : σ ∈ K dans Ω× (0,T );
X Compatibilité cinématique :

Eu = e + p dans Ω× (0,T ), p = (w − u)� ν sur ∂Ω× (0,T );

X Loi de comportement : σ = Ae dans Ω× (0,T );
X Bilan d’énergie : ∀ t ∈ [0,T ],

Q(e(t)) +K(u̇(t)) +

ˆ t

0
H(ṗ(s)) ds

= Q(e0) +K(v0) +

ˆ t

0

ˆ
Ω

(σ · Eẇ + ü · ẇ) dx ds.
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Validité de la loi d’écoulement

X Principe de travail maximal (Kohn-Temam) : p.p. tout t ∈ [0,T ],

H(ṗ(t)) = [σ(t) · ṗ(t)]L2,M dansM(Ω).

X En statique et quasi-statique (B.-Giacomini-Mora) : σ(t) ∈ H1
loc et le

produit (ponctuel) de σ(t) et ṗ(t) est bien défini

X En dynamique (B.-Giacomini-Mora) : u̇(t), σ(t) ∈ H1
loc et ṗ(t) ∈ L2

loc
et on a bien

H(ṗ(t)) = σ(t) · ṗ(t) p.p. dans Ω

mais possible formation d’une couche limite sur le bord.
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Systèmes de Friedrichs

Elasto-dynamique : ü − div(AEu) = 0

Variable hyperbolique : U := (u̇, σ) = (u̇,AEu) ∈ Rd=n+ n(n+1)
2

L’équation des ondes est équivalente à (Hugues-Marsden)

∂tU +
n∑

i=1

Ai∂iU = 0.

ou encore, pour tout vecteur constant κ ∈ Rd et toute fonction test
ϕ = 0 sur ∂Ω,

ˆ ∞
0

ˆ
Ω

|U −κ|2∂tϕ+
n∑

i=1

Ai (U −κ) · (U −κ)∂iϕ+

ˆ
Ω

|U0−κ|2ϕ(0) = 0.
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Systèmes de Friedrichs sous contrainte convexe
Plasticité : ü − divσ = 0, Eu̇ = ė + ṗ et σ ∈ K

Variable hyperbolique : U := (u̇, σ) ∈ Rn × K ( Rd

Le système de la plasticité parfaite s’écrit

∂tU +
n∑

i=1

Ai∂iU = un terme explicite qui dépend de ṗ,

ou encore, pour tout vecteur constant κ = (k , τ) ∈ Rn × K et toute
fonction test ϕ ≥ 0 with ϕ = 0 on ∂Ω,

ˆ ∞
0

ˆ
Ω

|U −κ|2∂tϕ+
n∑

i=1

Ai (U −κ) · (U −κ)∂iϕ+

ˆ
Ω

|U0−κ|2ϕ(0) ≥ 0.

X Analogie avec la formulation entropique des lois de conservation
scalaire (Kruzkov) ; ici on s’attend à une théorie L2 car on a des entropies
quadratiques U 7→ |U − κ|2.
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X Pour Ω = Rn et des systèmes de Friedrichs généraux AVEC
contraintes :
• ∃! par Després-Lagoutière-Seguin : Méthode de volume fini ;
• ∃ par B.-Mifsud-Seguin : Approximation parabolique et pénalisation

de la contrainte.

X Pour Ω ( Rn et des systèmes de Friedrichs généraux SANS
contrainte : formulation “entropique–dissipative” par
Després-Mifsud-Seguin pour une classe de condition limite de Friedrichs

(Aν −M)U = 0 on ∂Ω× R+,

où Aν =
∑n

i=1 Aiνi (ν normale extérieure à ∂Ω) et M est une matrice
telle que
• MT = M ;
• M ≥ 0 ;
• KerAν ⊂ KerM ;
• Rn = Ker(Aν −M) + Ker(Aν + M).

X Dans notre cas

(Aν −M)U = 0 ⇐⇒ σν + Su̇ = 0, S ∈Mn×n
sym,+.
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Théorème (B.-Mifsud, B.-Crismale)
∃ ! u ∈W 2,∞

t (L2
x) ∩ C0,1

t (BDx), e ∈W 1,∞
t (L2

x) et p ∈ C0,1
t (Mx) tels que





ü − divσ = 0 dans Ω× (0,T ),

σ ∈ K dans Ω× (0,T ),

Eu = e + p dans Ω× (0,T ),

[σ · ṗ]L2,M = H(ṗ) dans Ω× (0,T ),

σν + Su̇ = 0 sur ∂Ω× (0,T ),

+C .I .
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Théorème (B.-Mifsud, B.-Crismale)
∃ ! u ∈W 2,∞

t (L2
x) ∩ C0,1

t (BDx), σ ∈W 1,∞
t (L2

x) et p ∈ C0,1
t (Mx) tels que





ü − divσ = 0 dans Ω× (0,T ),

σ ∈ K dans Ω× (0,T ),

Eu = e + p dans Ω× (0,T ),

[σ · ṗ]L2,M = H(ṗ) dans Ω× (0,T ),

σν +��Su̇ P−Kν(Su̇) = 0 sur ∂Ω× (0,T ),

+C .I .
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Variationnel versus hyperbolique
X Si (u, e, p) est une “solution variationnelle” alors
U = (u̇, σ) ∈W 1,∞(L2) est une “solution entropique dissipative” : ∀
κ ∈ Rn × K and ∀ ϕ ≥ 0,

ˆ T

0

ˆ
Ω

|U − κ|2∂tϕ+
n∑

i=1

Ai (U − κ) · (U − κ)∂iϕ+

ˆ
Ω

|U0 − κ|2ϕ(0)

+

ˆ T

0

ˆ
∂Ω

Mκ+ · κ+ϕ ≥ 0.

X Réciproquement, si U = (v , σ) ∈W 1,∞(L2) est une “solution
entropique–dissipative”, alors on peut construire u, e et p tels que v = u̇,
σ = Ae, p = Eu − e et (u, e, p) est une “solution variationnelle”.

X Formulation L2 d’un problème hyperbolique aux limites par analogie
avec la théorie L∞ de Otto pour les lois de conservation scalaires en
domaine borné.

X En faisant tendre S → 0 ou S →∞, on retrouve les conditions de
Dirichlet ou Neumann homogène (B-Llerena).
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Merci !
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