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Equation considérée

Equation de Schrodinger non linéaire

i0p(t,x) = (—%A + Blap(tx)l%) o(t,x)

(0,x) = po(x)

@ ¢ : fonction d'onde a valeurs complexes, x = (z,y)%,t >0
o (3 : force de la non-linéarité

o 0 e N*



Equation considérée

Equation de Schrodinger non linéaire
: 1
ioup(t.x) = (—5A+ Blo(e ) o2, )

(0,x) = o(x)

Propriétés de préservation :

w~> la masse :
| tettsopax = | fono i
Q Q

o |'énergie : E(p(t,.)) = E(po) avec

1

,B J 20+2
E _ = 2 o+
0= | Vel + 35 [ 1o




ol ) = (—%A ; Blw(t,X)V”) o6, %)

Multiplication par 0:p, intégration sur 2, partie réelle :

1 . P
Re <f i|8t90|2> = Re <—2f Apdp + ﬁf |90|2”<p5t90)
Q g R Q Q

v v~

=0 dE(p)

1
— \V4 2 20+2
4L| ol + 20 +2J| |

avec



Quelques méthodes numériques

v Méthodes de splitting : ordre élevé, préserve la masse, ne
préserve pas |'énergie
Q Hairer, Lubich, Wanner (Geometric numerical integration)

v~ Méthodes de Runge-Kutta exponentielle : ordre élevé, ne
préserve ni la masse ni I'énergie
Q Hochbruck, Ostermann (2010) ; Besse, Dujardin, L.-V. (2017)

v Méthodes de Lawson : ordre élevé, préserve la masse, ne
préserve pas |'énergie
Q Besse, Dujardin, L.-V. (2017)

v Méthode de relaxation @ ordre 2, cas cubique, préserve la
masse et une énergie discrete
0 Besse (2004)



Méthode de relaxation, C. Besse 2004, 0 = 1

i0sp(t, x) = (—%A + Ble(t, x)|2> p(t, x)

e Introduction d'une variable ~
7= lp(t,x)?

ituplt ) = (-8 + 57 ) (e

e Discrétisation aux temps ¢, et ?,,.1/9

Tnt1/2 T Tn-1/2
2

. — 1 +
ZSOn—i-lh Pn _ (——A +57n+1/2> Pn+l + Pn

avec on & @(tn, ), Ynt1j2 & [@(tns1/2: )|



e © o6 o

Méthode d'ordre 2 en temps
Méthode linéairement implicite
Méthode peu coiiteuse en temps CPU

Préserve la masse et une énergie :
1 s 7
Eu(oy) == | Ve + = 2=
12(,7) 4L| | 2L<vls0! 2>

FE,;, est consistante avec :

1
Bl) = ¢ | 1VeP+ 7 | lol



Preuve de la préservation de E,;,

Tn+1/2 T Yn—1/2 9

. = 1 On+1 + @
Z¢n+1h Pn _ (_§A+ﬂﬁ/n+l/2> n+ 5 n

Epia(0,y JIVW ﬁf (v!w\z —2)

> ® (@ny1 — @n), intégration sur €, partie réelle :

i 1 P EE—
Re (J E‘Spn—&-l - SDn‘Z) = Re <_ZJ- A (Spn+1 + Son) Pn+1 — @n)
Q Q
) 1 ; 1 2
__ - = \Y%

8 I
+§R€ Tn+1/2 (L’Qn*l + 9977) Pn+1 — Pn
Q

-

AJQ Tn+1/2 (‘9’)714&‘2 o ‘¢n|2)
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Preuve de la préservation de E,;,

Yn+1/2 T Yn—1/2
MR S i ?

Pntl — @ 1 Prt1 + o
Z% = <—§A + 57n+1/2> %

2
rlx 307 j ’V ’2 J <7|99|2 o é)

J |v90n+1| - _J |v90n|2 J Tn+1/2 <‘¢n+l‘ |(19’n,’2)

=A

Yn+1/2 — 771,71/2) |95’n|2

2 2
( Int1/2 — ’\/71,71/2>

A = Tn+1/ Z‘antl‘ — In— 1/2“%971 (
5 1
’\/yn,+1/2‘99’n+1‘ — Tn— 1/2‘99”‘ T 9

Et donc :

Erlx(SOn+1a ’7n+1/2) - Erlx(sona '7n—1/2) =0



Permet de considérer des puissances de non linéarités générales

Q Besse, Descombes, Dujardin, L.-V. (2021)

Permet de construire des méthodes linéairement implicite d’ordre
élevé

Q Dujardin, L.-V. (2022)



Méthode de relaxation étendue



Méthode de relaxation étendue (o > 1)

Equation de Schrodinger non linéaire

i0p(t,x) = (—%A + Blap(tx)l%') o(t,x) J

But : Construire une méthode :
o telle que pour o0 = 1 ce soit la méthode de relaxation
o d'ordre 2

o préservant la masse et une énergie
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Méthode de relaxation étendue (o > 1)

Bl (—%A ; Blw(t,X)IQ") olt,%)

lere idée :

v = lpl*
1
i01p = (—§A + ﬂv) o

= pas de préservation d'énergie
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Méthode de relaxation étendue (o > 1)

Gl — (—%A ; mso(t?x)FU) olt,%)

2nde idée :

7 = lpl*

1
0 = (—§A + 67”) o

= préservation de F, . :

o
Erize(9,7) j IVol? + 5] (’Y o] — —— "“)

’20 —

pour une approximation de 77 = |¢ 77~ tp|? bien choisie
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Méthode de relaxation étendue (o > 1) : définition

[dée :

77 = ol =77 ol?
1
i0p = (_ﬁA + B’YJ) @

Schéma en temps

+1 ol
Tnti2 = Yotz o+1,
o} o = |80n|
Tnt+1/2 ~ Tn—1/2 g
.Pn+1 — Pn 1 Pn+l + ©Pn
= <—§A + 575+1/2> —
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Méthode de relaxation étendue (o > 1)

+1 +1
72+1/2 - 72—1/2 o+1,
o o = ’@nl
Tnt+1/2 ~ Tn—1/2 g

.Pn+1 — Pn 1 Pn+l + ©Pn
ot (Las g, ) e

. propriétés

2

o 0 = 1 = méthode de relaxation
o Méthode d'ordre 2 en temps

o Préserve la masse et une énergie :

Erize(,7) f [Ve|* + ﬁf (7 o] —

v~ EL.e €St consistante avec :

1
Blp) = 7 | Vel + 50 | 1oPer?

2U+2 Q

a+1)
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Erreur d'énergie (Ep ) pour o =2 et o =3

. 1
i0pp = —55380 — e[,
(0, z) = exp(—z?)
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Méthode de relaxation généralisée



Méthode de relaxation généralisée

Equation de Schrodinger non linéaire
oru(t,x) = Lu(t,x) + N (u(t,x))u(t, x)
avec L = iA/2 et N(u) = —if|ul?.

But : Construire une méthode :
o linéairement implicite
o d'ordre aussi élevé que voulu

o dont la construction est "systématique”

16



Méthode de relaxation généralisée

Equation de Schrodinger non linéaire
dru(t,x) = Lu(t,x) + N(u(t,x))u(t, x)
avec L = iA/2 et N(u) = —if|ul?.

But : Construire une méthode :
o linéairement implicite
o d'ordre aussi élevé que voulu

o dont la construction est "systématique”

EDO
u'(t) = Lu(t) + N(u(t))u(t) J
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Les méthodes de Runge-Kutta

(1) = f(ty(®), y(to) =yo, te[0,T] J

Notations
o tp <t; <--- <ty :subdivision réguliere de [0, 7]
o h =ty —t, : pas de temps
@ c1,-+-,Cs : S réels dans [0,1]
0 tn; =ty +cih
© Yn ~Y(tn), Yni~y(tn,i)
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Les méthodes de Runge-Kutta

(1) = f(ty(®), y(to) =yo, te[0,T] J

Méthode de Runge-Kutta (RK) a s étages

S
Yni = Yn + 1 Y i f(tng yng), 1<i<s,
j=1

s
Yn+1l = Yn + h 2 bif(tn,iv yn,i)
i=1

avec (a;j)1<ij<s €t (b;)1<i<s des réels tels que ¢; = Zj i j.

18



Les méthodes RK de collocation
Méthode RK a s étages

s
Ynk = Yn + h Z ai,jf(tn,j7yn,j)a I<i<s,
j=1

s
Yn+1 = Yn + h Z bif(tn,i, yn,i)
=1

Méthode RK de collocation a s étages

1 cih 1 h
a;j = Efo Li(r)dr, b= Efo Li(r)dr Li(T) =

HT/h—cl
ck—a

l#k

> méthode implicite
> d'ordre au moins s

> Gauss points = ordre 2s (super convergence)
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Pour notre probleme

u'(t) = Lu(t) + N(u(t))u(t)

Méthode RK de collocation a s étages

S
Upi = Up + h Z a; j(Lupj + N(upj)unj), 1<i<s,
j=1

s
Up+1 = Up + h Z bl (Lun,z + N(un,i)un,i)
i=1

Idées :
v~ Calculer des approximations 7,1, des N (u(ty, + ¢;h))

v~ Remplacer les N (uy, k) par les vp4c,

20



Relaxation généralisée : définition

W' (t) = Lu(t) + N(u(t))u(t) )

Schéma pour u, ~ u(tn), Ynte; ~ N(u(ty + cih))

-

Yn+cy Yn—1+ci 01
' =D : + | ¢ | N(upn)
Tn+cs Tn—1+cs Os
< S
Upi = Up + I Z @i j (L + Ynte; ) Un,j, 1<i<s
=
Upyl = Up + h 2 bi(L + Ynte; ) Un,i-
L i=1

o De My(R),(6;)1<i<s : a chaisir

0 (ajj)1<ij<s: (bi)1<i<s : coefficients de collocation
21



Etape en v

Yn+er TIn—1+c1 01
- =p| o ||| N

Tn+cs Tn—1+cs 0s

Définition de stabilité

L'étape en ~ est dite stable si

sup | D"| < +o0,
neN

pour une certaine norme de M (R).

L’'étape en v est dite fortement stable si p(D) < 1.
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Etape en v

Tn+ci Tn—1+ci 61
: =D : + 1| N(un)

Yn+-cs Yn—1+cs 05

Définition de consistance

L'étape en ~y est dite consistante d’ordre s si pour tout h > 0,
Vi =DV;ly +86,

avec : (V)i = (eh)™', (Viq)y = (i — DY et (©)a
(@)z’j =0, si j>1

= b

Rmgq : Vraie pour tout h <= Vraie pour h =1

23



Tn+cy Yn—1+c1
. - D .

Yn+cs Yn—1+cs

Théoreme (G. Dujardin, I. L.-V.)

Soit ¢y, ..., cs donnés. Pour tout Aq, ..
01,...,05 € C et une unique matrice
~ soit d'ordre s et tels que les valeurs

{A1,.. ., As)

Si de plus I'ensemble {A1,...,As} est stable par conjugaison, alors

f1,...,05 sont des réels.

., As € C\{1}, il existe un unique
D e M(C) tels que I'étape en
propres de la matrice D soient

24



Soit A1,...,As € C\{1}.

V=DV, +0 = D=VY(VL,) -0V,
— D=V, | (Vi) - (v te | vk
M= (Vi) TV Y = (Vi)'
PM = (Vo) TV
Matrice triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale.
= M=1-U
Y =(Vi)T'e
(Y)it =i, (Y)ij =0forj>1

25



: existence et unicité de y1,...,ys tels

que le spectre de M — Y soit {A1,..., A}
. (M — Y)Zk = )\ka

Zk = )\ (y17 : 7y8)t + UZk

1— X

26



Yn+-cy Yn—1+c; ‘91
Lo =D || N(u)

Tn+cs TYn—14cs 05

Corollaire (G. Dujardin, I. L.-V.)
Soit ¢, ..., cs donnés, alors

o Il existe D e M(R) et 0y,...,605 € R |'étape en ~ soit stable et
d'ordre s.

o |l existe D e M(R) et 0y,...,05 € R |'étape en ~ soit fortement
stable et d’ordre s.

27



Etude de I'ordre dans le cas EDO

T, = DTy 1 + ON(u,)

N

S
Upi = Un + R Z @i j(L + Yt )unj, 1<i<s.

=1

s
Up+1 = Up + h Z bz(L + ’Yn+ci)un,i~
i=1

Théoreme (G. Dujardin, I. L.-V.)

Sous les bonnes hypothéses, le schéma est convergent d'ordre s.

28



Convergence cas EDO : idées de la preuve (1/4)

v~ Hypotheses :

o L=0

o L'étape en ~ est fortement stable et d'ordre s

29



Convergence cas EDO : idées de la preuve (2/4)

w~> Premiere étape : Consistance de la méthode
N(u(ty, + c1h)) N(u(tp—1 + c1h)) 01
R, = : -D : ~N(u(ta)) | :
N (u(ty, + csh)) N(u(tp—1 + csh)) 05
(RTQL) u(ty + cih —h Z aii N (u(t, + cjh))u(ty, + c;h),

R3 = u(tny1) —u(ty) hz biN (u(ty + cih))u(ty, + cih).
=1

30



Convergence cas EDO : idées de la preuve (3/4)

v~ Premiere étape : Consistance de la méthode

Lemme (G. Dujardin, I. L.-V.)

Sous certaines hypotheses, il existe une constante C' > 0 telle que pour
h > 0 assez petit :

max__|RL| < O,
n=0, tn+1<T

max __|R2| < Ch*Y,
n=0, tn+1<T

max |R3| < ChstL
n=0, tp41<T

Preuve : Formules de Taylor + méthode RK de collocation +
I'étape en v est d'ordre s.

31



Convergence cas EDO : idées de la preuve (4/4)

v~ Définition des erreurs de convergence :
° P (Pn)i = N(u(ty + cih)) — Ynie

© 2, = MaXo<k<n |ek| avec e, = u(tn) — uy

v Deuxieme étape © En supposant la solution numérique bornée,
on montre que :

|Pn’oo < Cecnh (ZO + |P_1|oo + hs)
2z < TP (z0 + C (|P-1|eo + 1%))

w~> Troisieme étape : Pour toute erreur initiale assez petite, la
solution numérique est bornée.

32



Etude dans le cas EDP

Définitions (stabilités des méthodes RK)
Une méthode de Runge—Kutta est dite :
o I-stablesi: |[R()\)| <1, VA€iR, o R(\) =1 +b'(I —XA)~'1

o [S-stable si : VA € iR, (I — \A) est inversible et
A AbH(I — MA)~! uniformément bornée sur iR.

o [SI-stablesi: VA eiR, (I — AA) est inversible et
A (I —XA)~! uniformément bornée sur iR.

o I-stable si elle est I-stable, I.S-stable et I.SI-stable.

v~ Existence d'un algo assurant qu'une méthode de collocation a
s-étages soit I-stable.

33



Etude dans le cas EDP

Lemme (G. Dujardin, I. L.-V.)

Soit A la matrice d'une méthode RK de collocation a s-étages aux
points 0 < ¢ < -+ <¢s <1.Onnote m = [[7_, (X —¢) le polynéme
de degrés s et 7 I'application linéaire :

Cs[X] — Cs[X]
e apXE s Y Kl XE

A € C\{0} valeur propre de A < 7(m)(X) = 0.

Proposition (G. Dujardin, I. L.-V.)

Une méthode RK de collocation aux points de Gauss a s étages est
I-stable.

Preuve : Définition de 7(m) + algorithme de Routh-Hurwitz +
principe du maximum.
34



Etude dans le cas EDP

Lemme (G. Dujardin, I. L.-V.)

Une méthode RK de collocation telle que 7(7) n'a pas de racine dans
1R est I-stable.

Théoreme (G. Dujardin, I. L.-V.)

Une méthode RK de collocation a s-étages aux points de Gauss est
I-stable.

Remarque : On peut construire des méthodes RK de collocation
qui sont I-stable, I.S-stable mais pas I.51-stable.



Etude dans le cas EDP

Théoreme (G. Dujardin, I. L.-V.)

Sous les bonnes hypothéses sur N et la donnée initiale, en supposant
que |'étape en  soit fortement stable et consistante d'ordre s et que
la méthode RK de collocation sous-jacente soit I-stable, le schéma est
convergent d'ordre s.

Preuve : Adaptation du cas EDO utilisant la I-stabilité de la
méthode RK de collocation sous jacente.

Remarque : Dans le cas Schrodinger, si la méthode RK de

collocation sous jacente est une méthode aux points de Gauss, le
schéma préserve la masse.
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1- Points de Gauss:clz%—%,@zé—kg
1_ V3 1 1_ V3
2 xﬁf 4{ 1 6
1 311 3
§+T 1"‘? 1/4 .
1 1
2 2

2- Points uniformes : ¢; = 0,¢c9 = 1,

Dans les deux cas A1 = 1/2, Ay = —1/2.
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Relaxation généralisée : simulations numériques 2D

o Equation :

0 = —Ap — |pl*p,

o Conditions limites :
Dirichlet homogene
o Condition initiale :

uo(x,y) = sin (27x) sin (27y) exp (2iwz) ,

o Domaine :

38



Relaxation généralisée : simulations numériques 2D

Log de I'erreur finale

Ordre 2

|
"~
I

|
(=
I

—8

vC-N O RG PGoStrang
xRG PU--- slope 2

T T T T T T T
—6.2 —6 —5.8 —5.6 —5.4 =52 —5 —4.8

Log du pas de temps

Temps CPU

Temps CPU
105 L L L L
o vC-N ORG PG
34 o Strang x RG PU |-
9 v L
O
14 x v S
o o
v
o X
o 3 %
0 S

Log de I'erreur finale
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Relaxation généralisée : simulations numériques 2D
o Equation :

0 = —Ap — |pl*p,

o Conditions limites :
Dirichlet homogene

o Condition initiale :

up(z,y) = \/?exp (—49(z” + y?)) exp(—20iz),

o Domaine :

40



Relaxation généralisée : simulations numériques 2D

t = 0.001
.
—0,750,500,20-.000-250.500.75

—0,760,500,29.000.250.500.75.

= 0.04

x
0,750,500,29.000.250.500.75

~0,750,500,29.000.250.500.75

0.50

025
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Relaxation généralisée

e |'erreur finale

Log d

Ordre 2
—0.5 ;o
% /
%, K (0]
~1 %, /
% /0
w g
% K (@]
154 /,' o
e
xRG PU O RG PG ¢ Strang
29 9CN  --- slope 2--- slope 3

T T T T T T T
—4 -3.8 -3.6 —-34 -3.2 -3 —28
Log du pas de temps

Log du temps CPU

simulations numériques 2D

Temps CPU
2
v v
1.5 v v
v v
X x v
i o X X
1 o o x N
4 X
o 5 o o
0.5 S o ¢
xRG PUORG PG o o
o Strang v C-N
0

T T T T T T
-16 -14 —-1.2 -1 —-0.8 —0.6
Log de I'erreur finale

42



Relaxation étendue : permet de considérer des non linéarités
autres que cubiques, ordre 2, préserve la masse ET une énergie

Relaxation généralisée : permet de construire des schémas
d'ordre élevé ET linéairement implicite préservant la masse.

Finalisation des tests numériques pour relaxation généralisée.
Analyse de la méthode de relaxation étendue.

Préservation d'une énergie pour relaxation généralisée (NLS).
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